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 1אינפי  – 2תרגול 

 תרגיל

 אינו רציונאלי. 2 -הוכיחו ש

 הוכחה

2. לכן ניתן לכתוב אותו כשבר מצומצם 2נניח בשלילה כי 
m

n
  עבור,m n נעלה .

את הביטוי בריבוע ונקבל: 
2

2
2

m

n
  או

2 22n m כלומר, קיבלנו ש .)*(- 
2m  הוא מספר זוגי, ולכן

2m -כ mמספר זוגי )מדוע?(. כעת ניתן לרשום את  mגם  p ספר שלם כלשהו עבור מp נציב .

)*( ונקבל: -זאת ב
2 22 4n p לאחר צמצום נקבל .

2 22n p  ולכןn  ,הוא מספר זוגי. כלומר

הם מספרים זוגיים, בסתירה לכך שהשבר  nוגם  mקיבלנו שגם 
m

n
אינו  2היה מצומצם. לכן  

 רציונאלי. 

 מש"ל

 חסמים

 הגדרות

 תת קבוצה. Aתהי 

1. M   נקרא "חסם מלעיל" שלA  :אם מתקיים:a A a M  . 

הוא חסם מלעיל של הקבוצה  2לדוגמא:  0,1A . 

2. m  נקרא "חסם מלרע" שלA  :אם מתקיים:a A a m  . 

לדוגמא:  1  הוא חסם מלרע של 0,1A . 

חסם מלעיל הקטן ממנו  A-אם אין ל Aנקרא "חסם עליון" של  Aשל  Mחסם מלעיל  .3

supMממש. נסמן  A :במילים אחרות . sup min : A M Aחסם מלעיל של  M. 

sup)אם הקבוצה אינה חסומה מלעיל, נאמר  A ) 

לדוגמא:  sup 0,1 1. 

-חסם מלרע הגדול ממש מ A-אם אין ל Aנקרא "חסם תחתון" של  Aשל  mחסם מלרע  .4

m . נסמןinf A m.  :במילים אחרות inf max : A m Aחסם מלרע של  m. 

inf)אם הקבוצה אינה חסומה מלרע, נאמר  A ) 

לדוגמא:  inf 3,4 3. 

Mאם  Aנקרא "מקסימום" של  Aשל  Mחסם עליון  .5 A . 

לדוגמא: אם  2: 3 4 0A x x x      אזיmax 1A. 

mאם  Aנקרא "מינימום" של  Aשל  mחסם תחתון  .6 A . 

minלדוגמא: בדוגמא הקודמת  4A  . 
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דוגמא נוספת: אם  2: 0 3A x x    אזי אין ל-A  מינימום ומקסימום, אך יש לה סופרמום

supואינפימום:  3A  ,inf 3A  . 

 הערה

M,תת קבוצה, ויהיו  Aתהי  m:אזי . 

1. M  חסם עליון שלA  אם ורק אםM  חסם מלעיל שלA 0לכל  וגם    קיים

a A כך ש- a M    במילים אחרות: אם('M M  אזי'M  אינו חסם מלעיל של

A.) 

2. m  חסם תחתון שלA  אם ורק אםm  חסם מלרע שלA 0לכל  וגם    קיים

a A כך ש- a m    במילים אחרות: אם('m m  אזי'm  אינו חסם מלרע שלA.) 

 

 תרגיל

S -נתון ש T מה הקשר בין .sup S  לביןsupT? 

 פתרון

x:. אזי Tחסם מלעיל של  Mיהי  T x M  מכיוון ש .- S T  מתקיים:x S x M   לכן .

M  חסם מלעיל שלS. supT  הינו חסם מלעיל שלT  ולכן גם חסם מלעיל שלS לכל .N  חסם

supS מתקיים Sמלעיל של  N  ולכןsup supS T. 

 מש"ל

 שלילות של הגדרות

 M  אינו חסם מלעיל שלA  אמ"מ קייםa A כך ש- a M. 

 m  אינו חסם מלרע שלA  אמ"מ קייםa A כך ש- a m. 

 M  אינו חסם עליון אמ"מM  קיים חסם מלעיל הקטן ממנו ממש. אואינו חסם מלעיל 

 m  אינו חסם תחתון אמ"מm  קיים חסם מלרע הגדול ממנו ממש. אואינו חסם מלרע 

 טענה

x,יהיו  y אזי .x y  אם ורק אםx y   0לכל  . 

 וכחהה

 0: יהי  אזי .x x y    ולכןx y . 

נניח בשלילה ש :- x y  0ונסמן את ההפרש שלהם y x  י מתקיים . אז

 x x y x y y       וזאת סתירה. לכןx y. 

 מש"ל
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 תרגיל

S,תהיינה  T   קבוצות חסומות. אזי sup sup supS T S T  . 

 פתרון

 שוויונים:-נוכיח שני אי

 לכל :s S  מתקייםsups S  וגם לכלt T  מתקייםsupt T ,לכן .sup sups t S T   

ולכן  sup sup supS T S T  . 

 0: על פי הטענה מספיק להוכיח שלכל   :מתקיים sup sup supS T S T    זה .

 -שקול ל sup sup sup
2 2

S T S T
    

       
   

. 

sup
2

S


  אינו חסם מלעיל שלS  0ולכן קייםs S  0עבורוsup
2

S s


  באופן דומה קיים .

0t T  0עבורוsup
2

T t


 מאידך, ברור ש .-   0 0sup S T s t  .וזה מוכיח את הדרוש , 

 מש"ל

 תרגיל

תהי  2

1
2 1 :

n
A n

n

 
     
 

. מצאו מינימום, מקסימום, חסם עליון וחסם תחתון )במידה 

 וקיימים(. 

 פתרון

פר איברי הקבוצה על מנת לקבל הערכה כלשהי: ראשית, נתבונן במס

1 8 1
1, 2 , 1 , 2 , ...

4 9 16
A

 
   
 

 -. אנו מעריכים ש
1

2
4

הוא חסם מלעיל ששייך לקבוצה )ולכן הוא  

 -גם סופרמום וגם מקסימום(. כמו כן, אנו מעריכים ש 2 ה הוא חסם תחתון שאינו שייך לקבוצ

 )ולכן אין לקבוצה מינימום(. 

 -נוכיח ש .א
1

2
4

מתקיים  nהוא חסם מלעיל. צריך להוכיח שלכל  

 2

1 1
2 1 2

4

n

n
     1. עבורn   2הטענה ברורה. עבורn   :מתקיים

 2 2

1 1 1
2 1 2 2

4

n

n n
       2, שכן עבורn   מתקיים

2

1 1

4n
 . 

 -כעת נוכיח ש .ב 2  הינו חסם מלרע. צריך להוכיח שלכלn  מתקיים

 2

1
2 1 2

n

n
     ,ואכן . 2 2

1 1
2 1 2 2

n

n n
      . 
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 -נוכיח ש .ג 2  0חסם תחתון. צריך להוכיח שלכל   קייםa A 2 -כך שa    .

0יהי   נמצא .n כך ש-  2

1
2 1 2

n

n
      0. יהיn   אי זוגי עבורו

מתקיים 
0

1

n
 עבורו יתקיים גם (מלעיל )הטבעיים לא חסומים .

2

0

1
2 2

n
    ,

 כדרוש.

נותר להראות שלא קיים מינימום, כלומר:  .ד 2 A ים . ואכן, לא קיn  עבורו

 2

1
2 1 2

n

n
      שכן הראינו שלכלn  מתקיים 2

1
2 1 2

n

n
    . 

 מש"ל

 


