
  :9תרגול  –מבנים דיסקרטיים 

  חבורות נורמליות-תת

והיא ( של  תת חבורה נורמליתנקראת  אז . חבורה ו תהי : הגדרה

gאם לכל )  י "תסומן ע G∈  ולכלh H∈  1מתקייםghg H− ∈.  

  :דוגמאות

1ab. ח של חבורה אבלית היא נורמלית"כל ת .1 ba aba b−= ⇔ ולכן קל להראות  =
 .מתקיים 4שתנאי 

 :להיות Gשל  המרכזנגדיר את  Gלכל חבורה  .2

   

  ).שמתחלפים עם כל אברי  כלומר המרכז היא קבוצת כל האיברים (

)ש   1מראים כמו בדוגמא  )Z G G⊲ . 

תהי , :לדוגמא. היא נורמליתח "לא כל ת .3
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קל לראות ש . 

2 idπ )(ולכן  = 2o π :}כלומר , = , }idH π π>==<. 

  . לא תת חבורה נורמלית של  : טענה

תהי  : הוכחה
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2שוב מתקיים .  idσ 1σולכן  = σ ולכן  =−

1σπσ σπσ− =.
  

σπσ   :(1)נחשב את ערכי  3, (2) 2, (3) 1σπσ σπσ σπσ= = כלומר . =
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כי לא ( לא תת חבורה נורמלית של  ולכן . 

  ).מתקיים קריטריון הנורמליות
Gπלקחנו איבר , Gבחרנו חבורה לא אבלית ? 3את דוגמא " דרדסנו"איך  .4 מסדר  ∋

>πנשים לב שאם . 2 gאזי לכל , היא נורמלית < G∈  1מתקיים { , }g g eπ π π− ∈< >= 

1gאבל אז בהכרח  gπ π− 1gכי אם , = g eπ − 1gאזי נכפול משמאל ב  =  gומימין ב  −

eπונקבל  1gלכן קיבלנו ש . 2בסתירה לכך שהוא מסדר  = gg gπ π π π− ⇒= = 

gלכל  G∈ . כלומר( )Z Gπ , 2ח לא נורמלית מסדר "לכן כדי למצוא דוגמא לת. ∋

)מספיק לקחת איבר  )Z Gπ ∉. 

)2חבורה לא נורמלית של - מצאו תת .5 )GL ℚ . נקח
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, 2ואז לפי ההסבר ב , 

 .לא במרכז החבורה Aמספיק להראות ש 
)חבורה נורמלית של - מצאו תת .6 )nGL ℝ : נקח את( )nSL ℝ  קבוצת המטריצות עם

ומתקיים , חבורה- זוהי תת. 1דטרמיננטה 
1 11 1ghg g h g g h g g g h h
− −− −= = = =.  
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  :חוגים
  

  :הגדרה

)" כפל"ו" חיבור"חוג הוא שלשה הכוללת קבוצה ושתי פעולות בינאריות  ), ,R +   כך ש, ⋅

1. ( ),R  .0איבר היחידה מסומן ב. זו חבורה אבלית +

2. ( )*,R . [זו חבורה למחצה ⋅
* \{0}R R=[ 

)  הפילוגמתקיים חוק  .3 )a b c ab ac+ = + ,( )a b c ac bc+ = +. 

  :חוגים מיוחדים

)אם " חוג קומוטטיבי" • )*,R  .היא אבלית ⋅

)אם " חוג עם יחידה" • )*,R במקרה זה איבר היחידה מסומנן . היא מונויד ⋅

 .1ב

)אם " חוג עם חילוק" • )*,R לפעולת  aההפכי של , במקרה זה. היא חבורה ⋅

 .−1aהכפל מסומן ב

)אם " שדה" • )*,R  .היא חבורה אבלית ⋅

 
  :דוגמאות
, , , nℤ ℝ ℂ ℤ  

]חוג קומוטטיבי אזי  Rאם  ]R x ) הפולינומים עם מקדמים בR (הוא חוג.  

  
)ו , קבוצה Xתהי  :תרגיל )P X נגדיר על . קבוצת החזקה שלה( )P X  את הפעולות

( ) \ (A B)

A B=A B

A B A B+ = ∪

⋅ ∩

∩
  

,ומתקיים , הראו שזהו חוג חילופי עם יחידה 0AA A A A= + =.  

  

2הוכיחו כי , חוג Rיהי : תרגיל 2 2( )a b a ab ba b+ = + + +.  

)2: פתרון ) ( )( ) ( ) ( )a b a b a b a b a a b b aa ba ab bb+ = + + = + + + = + + +.  

  



  :הגדרות

)המרכז שלו מסומן ב. Rיהי חוג  ) { : }Z R y R xy yx x R= ∈ = ∀ ∈ .  

) :תרגיל )Z R אם . הוא חוגR  חוג עם יחידה אזי( )Z R הוא חוג עם יחידה.  

   :תרגיל

)  .א ) , ( )a a a b a b− − = − + = − − 

)  .ב ) ( ) ( ) , ( )( )a b ab a b a b ab− = − = − − − = 

2  .ג 2( )a a− = 

 :אזי, חוג עם יחידה R אם

)  .ד 1)a a− = − 

)2  .ה 1) 1− = 

1)  .ו )Z R− ∈  

2xהראו שאם  :תרגיל x= אזי החוג קומוטטיבי, לכל איבר בחוג.  

  :פתרון
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