
1 ����

�������� �� .����� ������� D19 ��������� ������ �� ������� ������ ������ ,����� ���� �����
.������ �� ��� ����� ���� �� ����

?D19 ������ �� ��������� ��� .�

����� G ����� �� H �������� :������ ?��� ����� ��������� ����� ������ ������ ���� .�
.H 6= G �� �����

:�����

�� �������� ������ ��� .|D19| = 38 �� ���� D19 �� ����� �� �� ���� ,����� ���� ��� .�
.1, 2, 19, 38 �� D19 �� ���������

.{e} ��������� ��� .1 ���� ��� �������� ��
.���� D19 ��� .38 ���� ��� �������� �� ��

19 ���� �������� ��� ����� .n19 = 1 ���� ,n19 ⌘ 1mod 19 ��� n19|2 ,������ ���� ���� ���
.19 ���� ��� �������� �� ��� ���� �� ,�����19 �������� ����

����� ���� ��� ����� �� ���� ����� .n2 ⌘ 1mod 2 ��� n2|19 ,������ ���� ���� ��� ���
.(⌧�i

)

2
= ⌧�i⌧�i

= ⌧�i��i⌧ = ⌧ 2 = e ������ 0  i  18 ��� �� .n2 2 {1, 19} ������� ,���
���� h⌧�ii = {e, ⌧�i} �� ������ ,0  i  18 ��� .2 ��� ��� ���� ��� ,��������� �� ⌧�i �����
����� ������ ����� ,�������� .2 ���� ����� ��������� 19 ��� ����� �� .2 ���� D19 �� ��������
�� ��� ��� �� .������ ����� D19 �� ��� �� n2 = 1 ��� ������ ����� ��� ��� ������� ��
�� �����p �������� �� ��� ,n2 = 1 ��� �� ���� �� ���� ������ .���� ����� �� ������ ��
�� .��� ����� ������� ����� ������ ��� ����� ����� D19 �� ������� ��� ,������� ���� D19

�� D19 �� ��� �� ,��� .n2 = 19 �� ������� ,���� ��� .����� ������� ,����� �� D19 �� ����
.��������� 22 = 1 + 19 + 1 + 1

��������� ��� ����� ����� ������� ,19 ���� h�i = {e, �, �2, . . . , �18} ��������� �� ���� .�
��� {e, ⌧�i} ����� �� 2 ��� �� ���������� 19 �� ����� ����� ������ ,����� .19 ��� �� ������

�� ����� .{e} ��� ����� ������ ��� ������ ������ ��������� .0  i  18

D19 = {e, �, �2, . . . , �18, ⌧, ⌧�, ⌧�2, . . . , ⌧�18}

.e ���������� ����� ��� ��� ����� ��������� ����� ������ ����� ������ ����
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����� .A ����� �� G ����� �� ����� �����

AutG(A) = {f 2 SA : 8g 2 G, 8a 2 A, f(g ⇤ a) = g ⇤ f(a)}.

.SA �� �������� ���� AutG(A) �� ���� .�

�� ���� .g 2 G, a 2 A ��� ('(g))(a) = g ⇤ a :������ �� ����� ������������ ' : G ! SA ��� .�

AutG(A) =
\

g2G

CSA('(g)).

:�����

.AutG(A) 6= ? ���� ,AutG(A) �� ����� e 2 SA ����� ������ ������ �� ����

������ a 2 A ���� g 2 G ��� ��� .f1, f2 2 AutG(A) ����

f1f2(g ⇤ a) = f1(f2(g ⇤ a)) = f1(g ⇤ f2(a)) = g ⇤ f1(f2(a)) = g ⇤ f1f2(a),

.���� ����� AutG(A) �� ���� �� .f1f2 2 AutG(A) ����

������ a 2 A ���� g 2 G ���� f 2 AutG(A) ���� ���� ,������ ������ ������ ���

f�1
(g ⇤ f(a)) = f�1

(f(g ⇤ a)) = g ⇤ a = g ⇤ f�1
(f(a)).

�� ���� �� .������� ���� A �� ���� �� ���� ,�� f ��

f�1
(g ⇤ a) = g ⇤ f�1

(a)

.�������� AutG(A)  SA �� ������� f�1 2 AutG(A) ,����� ������ .a 2 A ���� g 2 G ���

�� ��� �� f 2
T

g2G CSA('(g)) ��� .f 2 SA ��� ,���� ����� �� ������ ���

�� ��� �� g 2 G ��� f 2 CSA('(g))

�� ��� �� g 2 G ��� f � '(g) = '(g) � f
�� ��� �� a 2 A ���� g 2 G ��� f(('(g))(a)) = ('(g))(f(a))

�� �� �� ���� �� ��� .'(g) �� ������ ��� a 2 A ���� g 2 G ��� f(g ⇤ a) = g ⇤ f(a)
.AutG(A) =

T
g2G CSA('(g)) �� ������ .f 2 AutG(A)
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.����� G �� ���� .665 = 5 · 7 · 19 ��� ���� ����� G ���

:�����

,n5 ⌘ 1mod 5 �� �� .n5 2 {1, 7, 19, 133} ����� ,n5|7 ·19 �� ���� ��� .������ ���� ����� ������
.n5 = 1 �� ���� ���

.n7 = 1 ���� ,n7 ⌘ 1mod 7 �� .n7 2 {1, 5, 19, 95} �� ����� �� ,n7|5 · 19 ,�� ���
.n19 = 1 �� ������� ,n19 ⌘ 1mod 19 �� .n19 2 {1, 5, 7, 35} ����� ,n19|5 · 7 ,�� ���

,������ �� ���� ��� .�������� ���� G �� �����p ���������� ��� ���� �� ,���� ���� ���� ���
�� .��� �����p ��������� �� ����� ������ ���������� G �� ���� ,���������� G �� ���� ��
�� ���� ������ ���������� G ��� .������ ��� ,������� ��� ,������ ���� ���� ���������� ��

.����� ���� ���� ����� �� ,������ ������
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����� �� .s ����� �� ���� .��� ����� ����� ���� �� �������� ������ ���� �� ����� s ���
.������ �� ��� ?����� ����� ������ �� ���� ���� .����� ����� ��� ���� ����� ��� �� �����

.����� ���� 105(4s� 2)

2 ���� ����� �� .1

.105(4s� 2)

2 ���� ������ �� ������ ��� ������ ������ �� .2

.����� ���� 105(4s� 2)

2 ���� ����� �� .3

:�����

.s ��� 60 �� ����� n = 105(4s� 2)

2 ����� ,��� .4|(4s� 2)

2 ����� 15|105 �� �� ����
n ���� ����� ����� �� ���� ����� .n ���� ,����� ���� ,����� ����� ���� Zn ������
�������� �� ��� ,n ���� ���� G = A5 ⇥ Z n

60
������ ,��� ��� .Dn

2
��������� ������ ���

�� �������� ��� ������ �� .����� �� A5 �� ������ ������ ���� ,����� ����� A5 ⇥ {e} ' A5

.������ ��� ����� ������ ���� �� .����� ���� G ���� ,����� ���� ����� �����
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[G : N ] �������� |H| ����� ���� .������� �������� N EG�� ,�������� H  G ,����� G ���
.H  N �� ���� .gcd(|H|, [G : N ]) = 1 ��� ������

:�����

���� .|H| = |H \ N | · [H : H \ N ] :������ ������ �� ������ ��� �� ,���� |H| �� �����
������ ,H/(H \ N) ' HN/N �� ��� ���� ���� ������������ ���� ,����� .[H : H \ N ]||H|
[G : N ] = [G : HN ][HN : N ] = [G : �� ��� ����� ��������� ������ ,���� [G : N ] ��������

.HN ][H : H \N ]

��� .���� ���� �������� ����� ��� .[G : N ] ��� |H| �� ����� ���� ���� [H : H \ N ] ,���
.H  N ���� ,H = H \N �� ������ ���� .[H : H \N ] = 1

�� .f(h) = hN ��� �� ������ f : H ! G/N ������������ ������� �� ,���� ���� �� ,��� �����
.G ! G/N ������ ����� �� H �� ������

.|G/N | = [G : N ] �� ���� |f(H)| ����� ��� ��� ,�������� ���� ����������� �� �� ������
�� ���� �� ���� |H| �� ������ ,f(H) ' H/ker f ,������ ������������ ���� ��� ,��� ���
���� ���� |f(H)| ����� ���� |H|, [G : N ] ������� ��� �� .|f(H)|||H| �� ���� |f(H)| = |H|

|ker f |

.����������� ��������� ���� ,1 ���� G/N �� ��� �������� �� �� .|f(H)| = 1 ��� .�����
�� ��� .f(h) = hN = eN = eG/N ������ ,h 2 H ��� ,��� .��������� ���� f ������������ ���

.H  N ����� ,h 2 H ��� h 2 N �� ����


