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נוסחת קושי לנגזרות, משפט  –פונקציות מרוכבות 5 תרגיל ביתפתרון 

 ליוביל

 1שאלה 
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 פעמים: 3נגזור 
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 בסופו של דבר התשובה הסופית
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 פתרון
 

, אבל רק הנקודה הסינגולרית 1נקודות בעיתיות )סינגולריות(,  2יש  לפונקצי'ה 
0 1z = 

1 בתחוםנמצאת  1z − . 

 נשתמש בנוסחת קושי לנגזרות
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)כאשר   )f z  אנליטית בעיגול הסגור

1 1z − ונקבל , 
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 בסופו של דבר התשובה הסופית
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  2 שאלה

)תהי  )f z :פונקצי'ה שלמה. הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות 

)מתקי'ים  zאם לכל  .א ) ( )f z f iz=  אזf קבועה 

 פתרון
 

 הטענה לא נכונה.

)דוגמא נגדית:  ) 4f z z=. 

)מתקי'ים השוויון נבדוק שאכן  ) ( )f z f iz=נחשב את . 

( ) ( )
4 4 4 4

1

f iz iz i z z
=

= =  = 

 מכאן השוויון.
 

)מתקי'ים  zאם לכל  .ב ) ( )3f z f z=  אזf קבועה 

 פתרון
 

 נוכיח את הטענה באמצעות משפט ליוביל.
 חסימות?כיצד נראה 

, למשל ולכן גם רציפה בכל תת קבוצה של  שלמה, בפרט היא רציפה  fנתון כי 

1zבעיגול היחידה הסגור   עיגול היחידה הסגור הוא קבוצה קומפקטית, לכן לפי .

1z-חסומה ב fויירשטראס משפט   0, כלומר קי'יםM   כך שלכלz  המקי'ים

1z   מתקי'ים( )f z M. 
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)ולכן  )f z .חסומה ולכן קבועה 

 
 

 3שאלה 
 

)תהי  )f z  פונקצי'ה שלמה המקי'ימת( ) ( )2 10f z f z−  הוכיחו כי .f .קבועה 

 פתרון
 

)נגדיר את הפונקצי'ה  ) ( ) ( )2g z f z f z= ). נתון − )f z  שלמה, לכן גם( )g z  שלמה

 כהרכבה והפרש של פונקציות שלמות.

)בנוסף נתון כי  )g z  חסומה. לכן לפי משפט ליוביל( )g z .כלומר קי'ים  קבועהc  כך

 מתקי'ים  zשלכל 
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( ) ( ) ( )0 0 0 0g f f c c= − =  = 

)לכן  ) ( )2f z f z=  לכלz. 

 סעיף ב'. 2לפי שאלה  קבועה f-שמכאן מוכיחים 

 

 4שאלה 

)המקי'ימת  fהוכיחו כי לא קי'ימת פונקצי'ה שלמה  )
1
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z
f z e z= −  .zלכל  −

 פתרון

) פונקצי'ה נגדיר )
1

2

tg t e t= − 0tכאשר  − z=  ממשי ונקבל 
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g = − 𝑔′(𝑡)-ו = = 𝑒𝑡 − 1 ≥ 𝑡לכל  0 ≥ פונקצי'ה מונוטונית עולה ולכן  gולכן  0

𝑔(𝑡) ≥ 𝑔(0) =
1

2
. 

𝑔(𝑡)-מכאן נקבל ש = |𝑓(𝑧)| ≥
1

2
𝑧 לכל  ∈ ℂ , לכן הפונקצי'ה( )

( )
1

h z
f z

היא פונקצי'ה  =

)כמנה של פונקציות שלמות. כמו כן  שלמה ) 0f z   לא מתאפסת כי ידוע 



 בס"ד
 

  כל הזכויות שמורות
 זהבית צבי

 

4 

 

|𝑓(𝑧)|-ש ≥
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) -חסומה כיוון ש ℎ(𝑧). כמו כן  )
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 סתירה.  

 5אלה ש

f-נניח ש u iv=  קבועה בכל אחד מהמקרים הבאים: f-היא פונקצי'ה שלמה. הוכיחו ש +

) .א ) 0u z   

 פתרון

)נניח  ) 0u z   לכלz .מרוכב 
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)מכיוון שאקספוננט ממשי הוא פונקציה עולה ומהנתון )*(  ) ( )0 0u z u z−    :נקבל 

( ) 0 1ug z e e−=  = 

וכיוון שהיא גם חסומה,  שלמותקציות פונקציה שלמה כהרכבה של פונהיא  𝑔(𝑧)-כיוון ש

 נובע ממשפט ליוביל שהיא קבועה.

 לכן
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) ב.  ) ( )u z v z 

 פתרון

) את הפונקצי'ה נגדיר ) ( ) ( )1g z i f z=  , אז+

 

)-שמהנתון  ) ( ) ( ) ( )0u z v z u z v z−     נובע כי החלק הממשי של𝑔(𝑧)  גדול או

 fקבועה. לכן נקבל שגם  𝑔(𝑧) -ש נקבל מרוכב ולכן לפי סעיף א' zשווה לאפס לכל 

 קבועה.

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1g z i u z iv z u z iv z iu z v z u z v z i u z v z= + + = + + − = − + +
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)ג.  ) ( ) 0u z v z   

 פתרון

) את הפונקצי'הנגדיר  ) ( )2g z i f z= − אז , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
22 2 2 2 22 2g z i f z i u z iv z i u z iu z v z v z u z v z i u z v z= −  = −  + = −  + − = − − 

)מהנתון  ) ( ) 0u z v z   נובע כי החלק הממשי שלg  גדול או שווה לאפס ולכן שוב

 קבועה. fקבועה. לכן נקבל שגם  g-מסעיף א' נובע ש

 

 6שאלה 

)תהי  )f z פונקצי'ה שלמה המקי'ימת  
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 .: משפט ליוביל ומשפט קושי לנגזרותהדרכה

 

 פתרון
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1nכעת, לפי נוסחת קושי לנגזרות עם   :נקבל =
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0rכאשר    ממשי כלשהו.מספר 

הערכת האינטגרל  נפעיל ערך מוחלט לשני האגפים, נשתמש בתכונות האינטגרל ובמשפט

 ונקבל:
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0zאם  z r− r-ו = →  אזz → לכן עבור .r מספיק גדול מתקי'ים 
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0

max 1
z z r

f z
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)-קיבלנו שלכן  )0' 1f z   לכל
0z  כלומר ,'f .חסומה 

 f', לכן גם שלמה, לכן מנוסחת קושי לנגזרות יש לה אינסוף נגזרות בכל  fנתון כי 

 שלמה.

 שלמה וחסומה, לכן ממשפט ליוביל היא קבועה. f'בסה"כ 

′𝑓ז"א  = 𝑎 ⟸ ( )f z az b= a,כאשר  + b. 

 

 7שאלה 

 מצאו את כל הפונקציות השלמות המקי'ימות את אי השוויון

( ) , ,xf x iy e x y+     

 פתרון

,נסמן  ,z x iy x y= + . 

מתקי'ים  zלכל 
0

1

z x iy x iy xe e e e e+


=

= =  =. 

 -נובע מהנתון ש

( ) zf z e 

𝑔(𝑧) הפונקצי'ה נגדיר את =
𝑓(𝑧)

𝑒𝑧
מנה של פונקציות שלמות שלמה כ היא פונקצי'ה g, אז 

 והמכנה לא מתאפס באף נקודה.

 ,כמו כן

|𝑔(𝑧)| = |
𝑓(𝑧)

𝑒𝑧
| ≤ 1 
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)ומכאן  היא קבועהמשפט ליוביל ומ ,חסומהו שלמה g-קיבלנו ש ) zf z ce=. 

)-כוון ש ) 1g z  1-נקבל שc . 

 


