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���� ����� ���� ���� .� : [a, b] ! Rn (�����) ������� ��� (�����) �����

.���� ���������� � ������ �� �������

:������

:a, b ������ ��� ��� ��� .1

�(t) = a(1� t) + bt, t 2 [0, 1]

:1 ����� �� ����� ���� .2

�(t) = (cos t, sin t), t 2 [0, 2⇡]

:(a, b) ������ ������ R ����� �� ���� ,���� �����

�(t) = (a+R cos t, b+R sin t), t 2 [0, 2⇡]

���� �� ���� t 2 [0, 4⇡] ���� ����� �� ,���� ?����� �� ���� �� ���� ���

!������ ����� ������ �� ����� ��� ��� ,�����

:a, b ������� ������ ������ ���� �� ������ .3

�(t) = (a cos t, b sin t), t 2 [0, 2⇡]
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:1 ����

.4 ������� (5,�2) ������ ������ ����

����� ���� �� "�����"� ?t ���� ����� �� ����������� R ����� �� ���� �� .4

:������ ���� ����

.�0
(t) :������� ����� ��� � ������ ����� �����

:������ ��� ����� � : [a, b] ! Rn ����� ����

���� ������� ���� ����� ,������������ .�"�� ��� �� ����� ����� ����� .�

.���� �� �����

.�(a) = �(b) �� ����� ����� ����� .�

.�0
(t) 6= 0 t ��� �� ������� ����� ����� .�

.�������� ������� ����� ��� �� ���� ����� ����� .�

��� �� (�������� ������� ����� ���� ������) �������� ���� ����� ����� .�

.������ �� ���� ����� ��� ����

:����� ����� �� ���� ����� .�

L(�) = sup

(
nX

k=0

|�(t
k

)� �(t

k+1)|
)

��� ,����� .[a, b] ���� �� ����� �� ��� n 2 N �� �� �� ��������� ����

������) ����� ������ �������� � �� ������� ������� ����� �� ���������
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:2 ����

.�(t) = (t cos t, t sin t), t 2 [0, 10⇡] ������ ;������

.(�����������

.���� ���� ����� ����� ���� ���� ��� �����

:������ �"� ����� �� ���� ���� ,���� ���� ������ ��

L(�) =

bˆ
a

k�0
(t)k dt

:�����

.t 2 [0, 1] ���� �(t) = (e

t

, e

�t

,

p
2t) ������ ���� �� ����

:�����

:��� ������� ����� .���� ���� ������� ����� ��

�

0
(t) = (e

t

,�e

�t

,

p
2)
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:����

k�0
(t)k =

p
e

2t
+ e

�2t
+ 2 =

p
(e

t

+ e

�t

)

2
= e

t

+ e

�t

:���� ���� ����� �� ���

L(�) =

1ˆ
0

(e

t

+ e

�t

)dt = e� 1

e

:�����

:�"� f : [0, 1] ! R �����

f(x) =

8
>><

>>:

x sin(

⇡

2 +

⇡

x

) x 6= 0

0 x = 0

?���� ���� ��� �"�� ������ ��� .t 2 [0, 1] ���� �(t) = (t, f(t)) ����� ������

:�����

:������ k 2 N ����� �� ���� .��

f(

1

k

) =

8
>><

>>:

1
k

k = 2m

� 1
k

k = 2m+ 1

:�����

||�( 1
k

)� �(

1

k + 1

)|| � |f( 1
k

)� f(

1

k + 1

)| � 1

k

���������� ��� ���� T

n

: 0 <

1
n+1 <

1
n

< · · · < 1
2 < 1 :������� ������ ���

:������ ���� ���� �� ������ ������
nX

k=1

1

k

.���� ���� ���� ������ ��� .n ! 1 ���� ������� ������
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:�����

�� ����� ���� (����� ����� ������� �� ������ ������� �� ����) ���� �������

:������ �"� ���� � : [a, b] ! Rn ����� ����� f : Rn ! R �������

ˆ
�

fds =

bˆ
a

f(�(t)) k�0
(t)k dt

�� ,��� ����� ������ ������ ������� ����� ����� ��� ���� ���� �������� �����

.�� ��� ���� ,���� ��� �� ��������� �������

.����� ���� �� ,��� ,���� ������ ����� ���� ���� �� ����

����� ��� �� ����� �� ,���� ��� �� ������ ��� �� ����� ��� ���� ����� ��������

������� ��� �� (����� ��� ,����) ��������� ���� �� ������� �� ��� ,������ ���

.�����

:�����

:����� ���������� �� ����

.(0, 0), (1, 0), (0, 1) �� ��������� ����� ����� f(x, y) = x+ y �������� �� .1

:�����

:������� ��� ��� ���������� �����

�1(t) = (0, 0)(1� t) + (1, 0)t = (t, 0)
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�2(t) = (0, 1)(1� t) + (1, 0)t = (t, 1� t)

�3(t) = (0, 0)(1� t) + (0, 1)t = (0, t)

.t 2 [0, 1] �������� ��� ��� ����

:����
����

0

1(t)
��� =

����
0

3(t)
��� = 1,

����
0

2(t)
��� =

p
2 ����

ˆ
�

fds =

1ˆ
0

f(�1(t))dt+

1ˆ
0

f(�2(t))
p
2dt+

1ˆ
0

f(�3(t))dt =

=

1ˆ
0

tdt+

1ˆ
0

p
2dt+

1ˆ
0

tdt =
p
2t+ 2 · t

2

2

|10 =

p
2 + 1

.(0, 0), (1, 2) �������� ��� ����� f(x, y) = 1p
x

2+y

2+4
�������� �� .2

:�����

:���� �� ���������� �����

�(t) = (t, 2t), t 2 [0, 1]

.k�0
(t)k =

p
5 :������

:���� ���� �������� ���

ˆ
�

fds =

1ˆ
0

f(t, 2t)
p
5dt =

1ˆ
0

p
5p

t2 + 4t2 + 4

dt =

1ˆ
0

1q
t2 + 4

5

dt =

= ln(t+

r
t2 +

4

5

)|10 = ln(

3 +

p
5

2

)
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:��������� �� ��� ����� f(x, y) = y �������� �� .3

�(t) = (a(t� sin t), a(1� cos t)), t 2 [0, 2⇡]

:�����

:���� ������ ������

k�0
(t)k =

p
(a� a cos t)2 + (a sin t)2 = a

p
2� 2 cos t =

p
2a

p
1� cos t

:��� �������� ����

ˆ
�

fds =

2⇡ˆ
0

a(1� cos t)
p
2a

p
1� cos tdt =

p
2a2

2⇡ˆ
0

(1� cos t)
3
2 dt

:����� sin t

2 =

p
1� cos t :����� ����� ����� ���

4a2
2⇡ˆ
0

sin

3 t

2

dt = 4a2
2⇡ˆ
0

(1� cos

2 t

2

) sin

t

2

dt = 4a2(

2⇡ˆ
0

sin

t

2

dt�
2⇡ˆ
0

cos

2 t

2

sin

t

2

dt

:����� dp = � 1
2 sin

t

2dt ��� cos
t

2 = p :����� �����

= 4a2(�2 cos

t

2

)|2⇡0 + 8a2
1ˆ

�1

p2dp = 16a2 +
8a2

3

p3|1�1 =

32a2

3

:������������ ������

! : D ! Hom(Rn,R) ������� ��� D ✓ Rn ����� �� 1 ���� ����������� �����

.R�� Rn�� �������� ����� ��� !(x) ,x 2 D ����� ��� �����

���� ����������� ����� ��� ���� ����� ���� �������� ������ ��� ,���� ��� ��

:�� �����

!(x) = w1(x)dx1 + . . . w
n

(x)dx
n
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.������ ����� ���� ����� dx
k

(v) = v
k

����

:������

����� ����� �� ������� ������� f : U ! R ��� ����� ���� ���� 3 ������

�������� ����� ��� ,df
x

,x ������ ��� ���������� �� ,��������������U ✓ Rn

:��� �� �������

df
x

(v) =
@f

@x1
(x)dx1(v) + . . .

@f

@x
n

(x)dx
n

(v)

:������ ���

������ �����) ! = df :� �� f ����� �� ������� ����� ����������� ����� .1

.(����� ������� �� ��������� ���

����� �����) Cp ��� !(x) = w1(x)dx1 + . . . w
n

(x)dx
n

����������� ����� .2

.Cp ��� w
k

���������� ��� �� �� (����� p �������

��� ������� C1 ���� !(x) = w1(x)dx1 + . . . w
n

(x)dx
n

����������� ����� .3

:����� �� 1  i, j  n

@w
i

@x
j

=

@w
j

@x
i

.����� �����

:������� ������� ��� D ������ ������ ��� ,D ✓ Rn ����� ���� .4

f = (f1, . . . , fn) : D ! Rn

�������� .f = rF :����� F : D ! R ������� ����� �� ���� ��� ������ ��� .5

.D ������ f �� ��������� ����� F

������ f = (f1, . . . , fn) ������� ������� ���� ;������� ��� ���� �� ����

:����������� ������

!(x) = f1(x)dx1 + . . . f
n

(x)dx
n
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.���� ��� ��� �������� �� ��� �� ������� ��� ������������ ������ ��
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3 תרגול 4 אינפי

2015 באפריל 15

תזכורת:

מהצורה: פונקציה היא דיפרנציאלית תבנית

ω(x) = w1(x)dx1 + . . .+ wn(x)dxn

קיימת כלומר ,df = ω ש: כך f סקלרית פונקציה קיימת אם מדוייקת נקראת תבנית

שלה. הדיפרנציאל היא שהתבנית פונקציה

מתקיים: 1 ≤ i, j ≤ n לכל אם סגורה נקראת תבנית

∂wi

∂xj
=

∂wj

∂xi

סגורה. היא מדוייקת תבנית *כל

הפוך. משפט מסויימים, בתנאים ננסח, בהמשך

הגדרות: כמה

כלשהו. תחום D ⊆ Rn יהי

להעביר אפשר בו נקודות שתי כל בין אם (3 אינפי (אהלן מסילתית קשיר נקרא D .1

מסילה.

.γ(1) = x2 וגם γ(0) = x1 ש: כך γ : [0, 1] → D קיימת x1, x2 ∈ D לכל כלומר,

המקיפה סגורה עקומה בתוכו ואין מסילתית, קשיר הוא אם קשר פשוט נקרא D .2

לו. שייכות שאינן נקודות

"חורים". בלי קשיר תחום הוא קשר פשוט תחום אחר, לשון

נמצא הנקודות שתי בין הקטע x ∈ D שלכל כך z ∈ D קיימת אם כוכבי, נקרא D .3

כלומר: ,D בתוך

{z + t(x− z)|t ∈ [0, 1]} ⊆ D

1



,x, z ∈ D לכל כלומר בתוכו, נמצא ביניהן הקטע נקודות שתי לכל אם קמור נקרא D .4

{z + t(x− z)|t ∈ [0, 1]} ⊆ D

פואנקרה: למת את ננסח כעת,

סגורה. היא אם ורק אם מדוייקת היא דיפרנציאלית תבנית כוכבי, בתחום

שני: מסוג מסילתי אינטגרל

ω = (w1, . . . wn) וקטורי וקטורית/שדה תבנית/פונקציה של קווי/מסילתי אינטגרל

ידי: על γמחושב : [a, b] → Rn מסילה לאורך

γ

ωdx =

b

a

ω(γ(t)) · γ′(t)dt

וקטורים. שני בין סקלרית מכפלה מסמלת הנקודה כאשר

שלנו הפונקציה כאן סקלרית, הייתה הפונקציה שם ראשון, מסוג לאינטגרל בניגוד

המסילה, של הנגזרות וקטור של בנורמה כפלנו ראשון מסוג באינטגרל לכן, וקטורית.

ולכן וקטורית, הפוקנציה שני מסוג באינטגרל אינטגראנד. בתור סקלר הכל בסך לקבל כדי

שכעת לב שימו סקלר. לקבל כדי הוקטורים, שני בין סקלרית מכפלה מבצעים פשוט אנו

לנו. חשוב המסילה של כיוונה

תרגיל:

שמוגדרת מסילה לאורך ω(x, y) = (x−2y, x+2y) עבור
γ
ωdx האינטגרל את חשבו

השעון. כיוון נגד (−1, 0) לנקודה עד (1, 0) מהנקודה x2 + y2 = 1, y ≥ 0 ע"י

ה"טבעי". הכיוון זה השעון כיוון נגד *ככלל,

פתרון:

היא: שלנו המסילה של הפרמטרית ההצגה

γ(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0,π]

יהיה: שלנו האינטגרל ולכן

γ

ωdx =

π

0

(cos t− 2 sin t, cos t+ 2 sin t) · (− sin t, cos t)dt =

π

0

(− sin t cos t+2 sin2 t+cos2 t+2 sin t cos t)dt =

π

0

(1+
1

2
sin 2t+

1− cos 2t

2
)dt

(

t−
1

4
cos 2t+

t

2
−

1

4
sin 2t

)

|π0 =
3π

2

2



.sin2 t+ cos2 t = 1 בזהות וכמובן כפולה זווית של בזהויות השתמשנו הדרך לאורך

מסובך. לא

משפט:

.C בעקומה תלוי לא
C
ωdx האינטגרל אם ורק אם מדוייקת היא ω תבנית

אז: df = ω המקיימת: הפונקציה היא f−ו x2 לבין x1 בין עקומה C אם מכך, יותר

C

ωdx = f(x2)− f(x1)

מסקנה:

אז: סגורה, עקומה C−ו מדוייקת תבנית ω אם

C

ωdx = 0

זאת. נדגים

שהיא מסילה לאורך ω(x, y) = x2dx+ydy התבנית עבור
γ
ωdx האינטגרל את נחשב

השעון. כיוון נגד (1, 0), (1, 1), (0, 0) שקודקודיו משולש

אינטגרלים, לשלושה האינטגרל את נחלק ישיר, חישוב האינטגרל את (בקצרה) נחשב אם

צלע. כל על אחד כל

הן: הצלעות של הפרמטריזציות שלוש

γ1(t) = (t, 0), t ∈ [0, 1]

γ2(t) = (1, t), t ∈ [0, 1]

γ3(t) = (1− t, 1− t), t ∈ [0, 1]

1

2
יהיה השנייה הצלע לאורך האינטגרל , 1

3
יהיה הראשונה הצלע לאורך האינטגרל

שלי). −(מילה 5

6
יהיה השלישית הצלע לאורך והאינטגרל

.0 יהיה האינטגרלים, שלושת סכום שלנו, האינטגרל

וסרק! כחל ללא זאת אומר שלנו המשפט גיסא, מאידך

לגיטימית כמועמדת נראית f(x, y) = x3

3
+ y2

2
(הפונקציה מדוייקת היא שלנו התבנית

ל−0. שווה אכן האינטגרל המשפט לפי ולכן סגורה המסילה ,(df = ω−ל

גרין: משפט

.C ע"י החסום השטח את D−ב ונסמן למקוטעין, וגזירה סגורה, פשוטה, מסילה C תהי



המכילה Ω פתוחה בקבוצה ברציפות גזירות סקלריות פונקציות Q(x, y), P (x, y) אם

אזי: D את

C

(Pdx+Qdy) =

D

(
∂Q

∂x
−

∂P

∂y
)dxdy

?(γ(a) = γ(b)) וסגורה (חח"ע) פשוטה היא שמסילה להיות יכול איך

ולמעט סגורה, שהיא לכך מתכוונים אנו וסגורה, פשוטה היא שמסילה אומרים כשאנו

חח"ע. היא הקצוות שני

כפול לאינטגרל שני מסוג מסילתי אינטגרל בין לנוחיותינו לעבור לנו מאפשר גרין משפט

ולהיפך.

תרגיל:

שפת היא C−ו F (x, y) = (ex − y + x, y
3

2 + x) כאשר
C
Fdx האינטגרל את חשבו

.6 ורדיוסו הצירים בראשית שמרכזו מעגל

פתרון:

גרין. משפט ללא לחשב נתחיל

האינטגרל לכן .γ(t) = (6 cos t, 6 sin t), t ∈ [0, 2π] היא המסילה של פרמטריזציה

יהיה: שלנו

C

Fdx =

2π

0

(e6 cos t − 6 sin t+ 6 cos t, 6 sin
3

2 t+ 6 cos t) · (−6 sin t, 6 cos t)dt =

2π

0

(−6 sin te6 cos t + 36 sin2 t− 36 sin t cos t+ 36 sin
3

2 t cos t+ 36 cos2 t)dt

כיפי. נורא לא גם אך במיוחד קשה לא וזה

הן: שלנו P,Q הפונקציות גרין. במשפט נשתמש כן, אם

P (x, y) = ex − y + x =⇒
∂P

∂y
= −1

Q(x, y) = y
3

2 + x =⇒
∂Q

∂x
= 1

מתקיימים): אכן המשפט שתנאי לב (שימו גרין משפט ולפי

C

Fdx =

D

(1− (−1))dxdy = 2

D

dxdy



ובסה"כ ,36π הוא שלנו המעגל שטח שטחו. את מחשב תחום על 1 של כפול אינטגרל

נקבל:

C

Fdx = 2 · 36π = 72π

כפול. לאינטגרל מסילתי מאינטגרל לעבור כדי גרין במשפט השתמשנו האחרון בתרגיל

שטחים. לחשב כשנרצה למשל, ההפוך. בכיוון המעבר את לעשות נרצה אחרים במקרים

להשתמש כדי .
D
dxdy האינטגרל ידי על לחישוב ניתן D תחום של שטח שהזכרנו, כפי

תקיימנה: אכן אחד שמצד P,Q פונקציות צריכים אנחנו גרין במשפט

∂Q

∂x
−

∂P

∂y
= 1

בקלות המסילתי האינטגרל את לחשב שנוכל כדי יחסית פשוטות שתהיינה שני ומצד

מסילתי). לאינטגרל לעבור טעם אין (אחרת

הן: כאלה Pdx+Qdy לתבניות דוגמאות

γ

xdy,

γ

−ydx,

γ

1

2
(−ydx+ xdy)

החישוב מורכבות לפי מהתבניות אחת את נבחר נוספות. תבניות על לחשוב אפשר וכמובן

מהן. אחת כל לפי

תרגיל:

.x
2

a2 + y2

b2 = 1 האליפסה גרף ידי על הכלוא השטח את נמצא

פתרון:

להגיע. רוצים אנו לשם .abπ הוא האליפסה ששטח נזכור ראשית

היא: האליפסה של פרמטריזציה

γ(t) = (a cos t, b sin t), t ∈ [0, 2π]

גרין: משפט לפי כן, אם .
γ

1

2
(−ydx+ xdy) בצורה נשתמש

S =

D

1dxdy =
1

2
γ

−ydx+ xdy =
1

2

2π

0

(−b sin t, a cos t) · (−a sin t, b cos t)dt =

=
1

2

2π

0

(ab sin2 t+ ab cos2 t)dt = abπ

5



4 תרגול 4 אינפי

2015 באפריל 22

הגדרה:

מסילות של סופי מאיחוד מורכבת ,∂Ω שפתו, אם גרין תחום נקרא במישור Ω תחום

וסגורות. פשוטות

הוא Ω התחום אם גרין, משפט בתנאי כלומר גרין, לתחום גרין משפט את להכליל אפשר

אזי: גרין תחום

Ω

(

∂Q

∂x
−

∂P

∂y

)

dxdy =

∂Ω

Pdx+Qdy

תרגיל:

התחום שפת היא C כאשר
C
xe−2xdx+(x4 +2x2y2)dy הקווי האינטגרל את חשבו

מתקדמים מהם אחד כל לאורך כאשר x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4 המעגלים שני בין הכלוא

החיובי. בכיוון

התנועה. לאורך משמאלנו נמצא התחום בו הכיוון הוא החיובי *הכיוון

פתרון:

גרין. במשפט להשתמש נוכל ולכן גרין, תחום הוא שלנו D התחום

הוא: שלנו הוקטורי השדה

(P,Q) = (xe−2x, x4 + 2x2y2)

ולכן:

∂Q

∂x
−

∂P

∂y
= 4x3 + 4xy2 − 0 = 4x(x2 + y2)

נקבל: גרין משפט לפי כן, ואם

C

xe−2xdx + (x4 + 2x2y2)dy =

D

4x(x2 + y2)dxdy



.x = r cos θ, y = r sin θ קוטביות. לקואורדינטות נעבור

שרדיוסו מעגל לבין 1 שרדיוסו מעגל בין הוא שלנו התחום .2π לבין 0 בין היא הזווית

הכל: ובסך ,r היעקוביאן את נשכח בל .1 ≤ r ≤ 2 ולכן 2

D

4x(x2 + y2)dxdy =

2π

0

2

1

4r cos θ · r2 · rdrdθ = 4

2π

0

cos θdθ ·
2

1

r4dr

.0 היא והתשובה

משטחים:

ועל, חח"ע היא אם הומיאומורפיזם נקראת f פונקציה ־ הומיאומורפיזם נגדיר ראשית,

רציפה. שלה ההופכית וגם רציפה

הומיאומורפיזם. f−1 גם הסתם מן הומיאומורפיזם, f שאם לב שימו

באופן המרחב את מקמטת/מעוותת שרק פונקציה היא הומיאומורפיזם אינטואיטיבית,

הקורס מעניין לא זה אך מובן, לא מעט אולי (זה חורים בו לעשות או אותו לקרוע בלי רציף,

כך). על נתעכב לא ולכן

משפט:

שקולות: הבאות התכונות .p ∈ N−ו 1 ≤ k < n ,a ∈ M ,M ⊂ Rn יהיו

,g ∈ Cp(Ua)−ש כזאת g : Ua → Rn−k וקיימת a הנקודה של Ua סביבה קיימת .1

.M ∩ Ua = {x ∈ Ua|g(x) = 0} ובנוסף: x ∈ Ua לכל rankJg(x) = n− k

f : W → הפונקציה של הגרף שהיא כזאת ,M ∩ Va ,M−ב a של סביבה קיימת .2

כלומר: .f ∈ Cp(W ו−( W ⊂ Rk כאשר ,Rn−k

M ∩ Va = {(w, f(w))|w ∈ W}

והומיאומורפיזם Ω ⊂ Rk פתוחה קבוצה ,M ∩ Ga ,M−ב a של סביבה קיימות .3

.x ∈ Ω לכל rankJF (x) = k ובנוסף: F ∈ Cp(Ω)−ש כזה F : Ω → M ∩Ga

הגדרה:

מימדי k משטח M−ש נאמר הנ"ל, מהתכונות אחת את מקיימת a ∈ M ⊂ Rn אם

.Cp−ל השייך a הנקודה בסביבת

M−ש נאמר ,Cp−ל השייך מימדי k משטח היא M הקבוצה a ∈ M נקודה לכל אם

.Cp−ל השייך מימדי k משטח הוא

מרגשות: הגדרות

נגדיר: במשפט, 3 לתכונה בהמשך

.M ∩Ga של מקומית מפה נקרא (F,Ω) הזוג .1

אטלס. נקרא M =
⋃

α
Fα(Ωα) עבורו (Fα, Uα) מפות של אוסף .2

2



.R3 במרחב מימדיים דו במשטחים רק כעת נעסוק מסובכות. נראות התכונות

תכונה לאיזו להבין (נסו עיקריות דרכים בשתי להציג אפשר כזה משטח אינטואיטיבית,

מתאימה): דרך כל

למשל: ,(x, y, z (בנעלמים משוואה .1

.z = 6 המישור א.

.x2 + y2 = 1 הגליל ב.

.x2 + y2 = (z − 1)2 החרוט ג.

מהצורה: פרמטריזציה .2

φ(u, v) = (φ1(u, v),φ2(u, v),φ3(u, v))

של פרמטריזציות נמצא סקלרית. פונקציה כמובן היא φi מהפונקציות אחת כל כאשר

כדוגמאות: שהבאנו המשטחים

תהיה: z = 6 המישור של פרמטריזציה א.

φ(u, v) = (u, v, 6)

.u, v ∈ R כאשר

כן, אם כלל. מוגבל לא z−ו ,1 שרדיוסו מעגל ביניהם יוצרים x, y שלנו, בגליל ב.

תהיה: הגליל של פרמטריזציה

φ(u, v) = (cos u, sinu, v)

.v ∈ R−ו u ∈ [0, 2π] כאשר

הרדיוס ,z = 1 כאשר .z−ב תלוי שלו הרדיוס הפעם אך מעגל, יוצרים x, y בחרוט, ג.

:z = 1 עבור המשטח על שנמצא x, y של אחד זוג רק יש כלומר ,0 הוא

(x, y, z) = (0, 0, 1)

גדול הוא אם (בין גדל המעגל מ−1, מתרחק z−ש ככל החרוט. של הקודקוד בעצם זהו

כאן שהרדיוס מכיוון אך אי־שלילי, להיות צריך כמובן רדיוס ממנו; קטן הוא אם ובין ממנו

המשטח אחרות, במילים שלילי. וגם חיובי גם להיות יכול עצמו z − 1 ,(z − 1)2 ע"י מתואר

.((0, 0, 1) בנקודה לזה זה שנושקים חרוטים, שני בעצם הוא שלנו

במשתנה תלוי ורדיוסו עושים x, y−ש מעגל לתאר צריכה שלנו הפרמטריזציה כן, אם

להתאפס. צריכים האחרים שני z = 1 כאשר כן, כמו .z השלישי,

3



היא: לחרוט מתאימה פרמטריזציה לכן,

φ(u, v) = (u cos v, u sin v, u+ 1)

.u ∈ R ,v ∈ [0, 2π] כאשר

אתם אם matlab בעזרת או , wolframalpha בעזרת נראה החרוט איך לראות כדאי

הקצה. על חיים ממש

אין משתנה, המשטח איך ולראות הסימנים עם או הקבועים עם מעט לשחק גם אפשר

הנושא. את לתפוס עוזר שזה ספק

פרמטריזציה. ע"י שנתון למשטח משוואה למצוא כלומר הפוך", "ללכת גם אפשר

לדוגמה:

הפרמטריזציה: ע"י שנתון במשטח נתבונן

φ(u, v) = (u − v, u+ v, uv)

משוואה. בצורת שלנו המשטח את למצוא נרצה

באמצעות x = u − v, y = u + v, z = uv מהמשתנים אחד להביע נרצה אחר, לשון

האחרים. השניים

שמתקיים: לראות קל

y2 − x2 = (u + v)2 − (u− v)2 = 4uv = 4z

המשוואה: למשל היא המישור את שתתאר משוואה ולכן

z =
y2 − x2

4

בוולפרם!). נראה הוא איך (בדקו היפרבולי פרבולואיד זהו

הערות:

המשתנים שני של למישור להטלה ניתן שהוא נאמר משוואה, ע"י ניתן משטח כאשר .1

החופשיים.

.xy למישור להטלה שניתן משטח הוא הקודמת מהדוגמה ההיפרבולי הפרבולואיד למשל,

a בנקודה למשטח המשיקים הוקטורים ,φ(u, v) פרמטריזציה ע"י נתון משטח כאשר .2

.φu(a),φv(a) הם

משיק: מרחב

הגדרה:

4



משיק וקטור נקרא v ∈ Rn וקטור .x ∈ M ותהי C1−מ מימדי k משטח M ⊂ Rn יהיו

γ(t) ∈ M−ש כך t0 ∈ I ונקודה γ : I → Rn עקומה קיימות אם x בנקודה M למשטח

.γ′(t0)−ו γ(t0) = x ,t ∈ I לכל

x בנקודה M−ל המשיק המרחב נקרא x בנקודה M−ל המשיקים הוקטורים כל אוסף

.Tx(M)−ב ונסמנו

משיקים במישורים (נגענו משיק מישור הוא R3−ב מימדי דו למשטח המשיק המרחב

.(3 באינפי

תרגיל:

.p =
(

1√
2
, 1√

2
, 3
)

Mבנקודה : {(x, y, z)|x2+y2 = 1} לגליל המשיק המישור את מצאו

פתרון:

היא: שלנו הפרמטריזציה

φ(u, v) = (cos u, sinu, v)

.v ∈ R, u ∈ [0, 2π] כאשר

הנגזרות: וקטורי הם המשיקים הוקטורים לכן,

φu(u, v) = (− sinu, cosu, 0)

φv(u, v) = (0, 0, 1)

.φ(u, v) = p עבורה (u, v) הנקודה את למצוא נותר כעת,

p בנקודה המשיקים הוקטורים לכן, .(u, v) = (π
4
, 3) הנקודה על שמדובר לראות קל

הם:

φu(
π

4
, 3) = (−

1√
2
,
1√
2
, 0)

φv(
π

4
, 3) = (0, 0, 1)

יהיה: המשיק המישור ולכן

Tp(M) = span{(−
1√
2
,
1√
2
, 0), (0, 0, 1)} = {(−a, a, b)|a, b ∈ R}

.x ∈ M לכל Tx(M) = Rn אז פתוחה, קבוצה M ⊆ Rn *אם
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����� k ���� �� (�����) ��� �����

.F (x1, . . . , xk

) = (f1(x1, . . . , xk

), . . . , f

n

(x1, . . . , xk

)) �"� ����� ,Rn�� ����� k ���� M ���

��� �� �� ����� ,����� ������� ���� ���� ,����� k ���� �� ��� ���� ���

.(h ����� ��������) hk ��� ���

������ ����� ����� ������ �� ���������� ����� ����� ����� ��� ����� ��

������ ������ �����) dF
qi ��� ������� ������ Q

i

���� ��� �� �� ����� ,�����

.(����� ������ �� ������

�������� ����� ,������� �� �� ������� �� �� ������� k�� ������ �� ���� ��

.���� ����� ��� �� ����� ���� ,(h ! 0) ����� ���� ����� ������

?����� ����� �� ���� �� ������ ��� ,�� ��

:�������� �"� ����� ������� ��� .p
i

= dF

qi(Qi

) ����

h · @F
@x1

, . . . , h · @F

@x

k

�������� �"� ����� p ������� �� ����� (�� �� ����� �� ��� ��� �����) �����

:��� v1, . . . , vk

V ol(p) =

q
det(A

T ·A)

.v1, . . . , vk �������� �� ��������� ������ ��� A ����

1



,h · @F

@x1
, . . . , h · @F

@xk
�������� �� ��������� ������� �� A

i

�� ���� ,���� �����

:��� p

i

�������� �� ����� k�� ����� �����

q
det(A

T

i

·A
i

)

.h�� ������ ��� ���� ��� ������ ������ ����� ��� ��� ������� ���

����� ���� ��� .����� k �� ��� ,h2�� ������ ���� �� A

T

i

· A
i

������� ,���

:���� ,����� ����� ���������� �� �����

q
det(A

T ·A) =

q
det(h · JT

(q

i

) · h · J(q
i

)) =

q
h

2k
det(J

T

(q

i

) · J(q
i

)) = h

k

q
det(J

T

(q

i

) · J(q
i

))

��� ����� �� ����� k�� ����� ���� ��� ������ ������ �� �� ���� ��

:����

V (M) t
pX

i=1

V (Q

i

) ·
q

det(J

T

(q

i

) · J(q
i

))

:���� ,������ ���� �� ������ ���� �� ,��� .V (Q

i

) = h

k�� ������

V (M) =

¨ q
det(J

T · J)dx

.������ ����� ��

:�����

.a ����� �� ����� �� ����� ��� �� ����

:�����

:��� ������ �� ����������

F (✓,') = (a sin' cos ✓, a sin' sin ✓, a cos')

2



.(✓,') 2 [0, 2⇡]⇥ [0,⇡] ����

:����� ����

q
det(J

T

(✓,') · J(✓,') = a

2
sin'

:���� ������ �� ����� ��� ����

V =

2⇡ˆ
0

⇡ˆ
0

a

2
sin'd'd✓ = 4⇡a

2

:�����

.� : [a, b] ! Rn ������� ����� ����� �� ����� 1�� ���� �� ����

:�����

:������ ��� ���� ������

�(t) = (�1(t), . . . , �n(t))

:���

J

T

= �

0
(t) = (�

0
1, . . . , �

0
n

)

:����

J

T · J = (�

0
1)

2
+ . . .+ (�

0
n

)

2
= k�0

(t)k

:������ ����

V =

bˆ
a

k�0
(t)k dt
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.����� ,������ ���� ����

.R3�� ����� �� ���� �� ���

�� ���� ����� �� ���� ���� ,R3�� ����� �� ���� ��� ���� ����� ��

.������� ����� �"� �����

����������� F ���� kF
u

⇥ F

v

k �� ���� ,
p

det(J

T · J) �� ���� ����� ,�����

.����� ��

������ ����� u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ������� ��� �� ������� �����

:�"�

u⇥ v =

����������

i j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

����������

= i(u2v3 � v2u3)� j(u1v3 � v1u3) + k(u1v2 � v1u2) =

= (u2v3 � v2u3, v1u3 � u1v3, u1v2 � v1u2)

���� ������ ��� ����� ��� �� �� ,������ ���� ������� ������ �� ������ ����

.����

:����� ��� �� �������� ������ �� ������ ���

����� ��� ����� ���� ��� ����) u ⇥ v = �v ⇥ u :���������������� .1

.(����������

������ ,��� .(u ⇥ v) ⇥ w�� ���� ����� �� u ⇥ (v ⇥ w) :������������ ��� .2

.������ ��� u⇥ v ⇥ w

.u⇥ (v + w) = u⇥ v + u⇥ w :��������������� .3

.(�u)⇥ v = �(u⇥ v) = u⇥ (�v) :��������� .4

.u⇥ (v ⇥ w) = v(u · w)� w(u · v) .5

.u⇥ (v ⇥ w) + v ⇥ (w ⇥ u) + w ⇥ (u⇥ v) = 0 :������ ���� .6

:�����

4



:�"� ����� ����� �� ����� ��� �� ����

�(r, ✓) = (r cos ✓, r sin ✓, r)

.0  ✓  2⇡, 0  r  1 ����

:�����

:������� ������� ������ �� ����

�

r

= (cos ✓, sin ✓, 1)

�

✓

= (�r sin ✓, r cos ✓, 0)

:����

�

r

⇥�

✓

=

����������

i j k

cos ✓ sin ✓ 1

�r sin ✓ r cos ✓ 0

����������

= i(�r cos ✓)�j(r sin ✓)+k(r cos

2
✓+r sin

2
✓) =

= (�r cos ✓,�r sin ✓, r)

:���� �����

V =

1ˆ
0

2⇡ˆ
0

k�
r

⇥ �

✓

k d✓dr =

1ˆ
0

2⇡ˆ
0

p
r

2
cos

2
✓ + r

2
sin

2
✓ + r

2
d✓dr =

1ˆ
0

2⇡ˆ
0

p
2rd✓dr =

p
2 · 2⇡

1ˆ
0

rdr =

p
2⇡

:����

5



,(z = f(x, y) ������ �����) xy ����� �� ���� ,����� ���� ���� ����� ��

:���� ��� ����������

�(x, y) = (x, y, f(x, y))

:���� �
x

= (1, 0, f

x

),�

y

= (0, 1, f

y

) :���

�

x

⇥ �

y

=

����������

i j k

1 0 f

x

0 1 f

y

����������

= (�f

x

,�f

y

, 1)

:���� ���� ����

V =

¨
k�

x

⇥ �

y

k dxdy =

¨ q
1 + f

2
x

+ f

2
y

dxdy

p
1 + f

2
x

+ f

2
z

���� ���� ����� xz ����� �� ����� ���� ����� ���� ,���� �����

.
q
1 + f

2
z

+ f

2
y

���� ���� ����� yz ����� �� ����� ���� ����� �����

:�����

.y2 + z

2
= 9 ����� ���� ����� x = y

2
+ z

2 ������ ��� �� ���� �� ����

:�����

����� ,��� .x = f(y, z) = y

2
+ z

2 ���� ,yz ����� �� ����� ���� ���� �����

:���� ��������

�(y, z) = (y

2
+ z

2
, y, z)

:��� ���� ,�� �� .
q

f

2
y

+ f

2
z

+ 1 =

p
1 + 4y

2
+ 4z

2 :���� ���� ������

V =

¨ p
1 + 4y

2
+ 4z

2
dydz =

6



:������� ������������ �����

y = r cos ✓

z = r sin ✓

:��� .r ��� ��������� .0  ✓  2⇡, 0  r  3 ����

V =

¨ p
1 + 4y

2
+ 4z

2
dydz =

3ˆ
0

2⇡ˆ
0

p
1 + 4r

2
cos

2
✓ + 4r

2
sin

2
✓rd✓dr =

3ˆ
0

2⇡ˆ
0

p
1 + 4r

2
rd✓dr =

= 2⇡ · (2
3

(1 + 4r

2
)

3
2 · 1

8

)|30 =

⇡

6

(37

3
2 � 1)

7
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:����� ���� ����� �������

�"� ����� R3�� ����� �� ���� S ���� R�� R3�� ������ ������� f ���

.�(u, v) �����������

:��� �� ����� S �� f �� ������ ��������

¨

S

f(x, y, z)dS =

¨

D

f(�(u, v)) · k�
u

⇥ �

v

k dudv

.(u, v) �� ����� ��� D ����� ����

.����� ��� �� ���� f = 1 �������� �� S ���� �� ����� �������� �����

:����� �� ���� ����� ��� ����� ���� ����� �������� ���� �����

M =

¨

S

⇢(x, y, z)dS

.��� ������ ���� ������ �� ����� ⇢ ����

:�����

:����� �������� ���������� �� ����

������� ����� x+ 2y + 4z = 4 ������ ��� ��� S ����
˜

S

(x+ y + z)dS .�

.(x, y, z � 0 ��) ������ (��� �� ���� ��� ,tomen � ��� ���� ��� ������)

:�����

1



:xy ����� �� ���� ,����� ���� ���� �����

z(x, y) = 1� x

4

� y

2

�� ����� .�(x, y) = (x, y, 1 � x

4 � y

2 ) ��� ����� �� ������ ���������� ����

:� ��� ������ ���

k�
x

⇥ �

y

k =

q
1 + z

2
x

+ z

2
y

:�� ������� �������

z

x

= �1

4

, z

y

= �1

2

k�
x

⇥ �

y

k =

q
1 + z

2
x

+ z

2
y

=

q
1 +

1
4 +

1
16 = :���� ���� ���� ����� �� ���

.
p
21
4

f(�(x, y)) = f(x, y, 1� x

4�
y

2 ) = :�� ��� f(x, y, z) = x+y+z ��� ���� ��������

.1 + 3x
4 +

y

2

:���� ���� �������� ���

¨

S

(x+ y + z)dS =

¨

D

(1 +

3x

4

+

y

2

)

p
21

4

dxdy

?���� D ����� ���

x, y � 0 �� ,��� ��� .1� x

4 � y

2 � 0 ����� ,z � 0�� �������� ���� ����� ���

.(0, 0), (0, 2), (4, 0) ������� �� ��������� ������ ��� ���� ����� ����

���� ���� ����� ������ ������ ����� �� ���� ��� ����� ,����� ������

.x+ 2y � 4 = 0

:�� D ����� �� ����� ���� ���

D = {0  x  4� 2y, 0  y  2}

2



:���� ���� �������� �"���

¨

S

(x+y+z)dS =

¨

D

(1+

3x

4

+

y

2

)

p
21

4

dxdy =

2ˆ
0

4�2yˆ
0

(1+

3x

4

+

y

2

)

p
21

4

dxdy =

=

p
21

16

2ˆ
0

(

3x

2

2

+2yx+4x)|x=4�2y
x=0 dy =

p
21

6

2ˆ
0

(

3

2

(4�2y)

2
+2(4�2y)y+4(4�2y)dy = . . . =

7

p
21

3

����) z = 2 ���� z =

p
x

2
+ y

2 ����� �� ����� ��� ��� S ����
˜

S

z

2
dS .�

.(�����

:�����

.������ S2, S1 ������ ,������� ����� ;������ ���� ���� ����� �� ����

:���� ���� �������� ���� ,z = 2 ,����� ��
¨

S1

z

2
dS =

¨

S1

2

2
dS = 4 ·

¨

S1

dS

��� ����� ,�� ����� .����� �� ���� �� ���� ��� ������� ,����� ���� ���

:�� �� .4⇡ ��� ���� ���� ,2 ������� ����
¨

S1

z

2
dS =

¨

S1

2

2
dS = 4 ·

¨

S1

dS = 16⇡

����� �� ���������� ��� .z(x, y) =
p
x

2
+ y

2 :����� ���� ����� ,������ ��

.�(x, y) = (x, y,

p
x

2
+ y

2
) ���

:�� ������� �������

z

x

=

xp
x

2
+ y

2
, z

y

=

yp
x

2
+ y

2

:��� ���� ���� ������

k�
x

⇥ �

y

k =

q
1 + z

2
x

+ z

2
y

=

s

1 +

x

2

x

2
+ y

2
+

y

2

x

2
+ y

2
=

p
2

3



.f(�(x, y)) = x

2
+ y

2 ���� ,f(x, y, z) = z

2 ��� ���� ��������

:���� ���� �������� ���

¨

S2

z

2
dS =

¨

D

(x

2
+ y

2
)

p
2dxdy

?���� D ����� ���

.x = r cos ✓, y = r sin ✓ :������� ������������ ������ ����� ����������

�� ,���� ����� 0  z  2�� ������� ,z =

p
x

2
+ y

2
= r ��� ���� �����

:���� ,������ ��� ���� ��� ������ �� .0  r  2

D = {0  r  2, 0  ✓  2⇡}

:���� ���� �������� �"���� r ����� ��� ���������

¨

S2

z

2
dS =

¨

D

(x

2
+ y

2
)

p
2dxdy =

2⇡ˆ
0

2ˆ
0

r

2
p
2rdrd✓ = 2

p
2⇡ · (r

4

4

)|20 = 8

p
2⇡

:��� ���� �������� ,�� ���

¨

S

z

2
dS =

¨

S1

z

2
dS +

¨

S2

z

2
dS = 16⇡ + 8

p
2⇡

.x = 0 ,x+ y = 5 ,y2 + z

2  9 �"� ����� ����� ��� ��� S ����
˜

S

xzdS .�

:�����

.������� ���� (y2 + z

2  9) ���� ��� ����� ���� �� ���� ���� ��� ���� �����

,����� �� ���� ������ ������� ���� � ������ ������ ���� ���� ���� ����� ��

:����� .������ ��� ����� �� ���� ���� ������� ����

S1 := x = 0, y

2
+z

2  9, S2 := x = 5�y, y

2
+z

2  9, S3 := 0  x  5�y, y

2
+z

2  9

4



.���� �������� ��� �� �� ������ �������� �� ����

:���� x = 0 ,S1 ��

¨

S1

xzdS =

¨
0 = 0

�� ���������� ,����� .x(y, z) = 5 � y :yz ����� �� ����� ���� ����� ,S2 ��

.�(y, z) = (5� y, y, z) ��� �����

:�� ������� �������

x

y

= �1, x

z

= 0

:��� ���� ����� ����

k�
x

⇥ �

y

k =

q
1 + x

2
y

+ x

2
z

=

p
2

.f(�(y, z)) = (5� y)z ���� f(x, y, z) = xz :��� ���� ��������

:���� ���� ��������

¨

S2

xzdS =

¨

D2

(5� y)z

p
2dydz

?���� D2 ����� ���

:������� ������������ ����� ���� y2 + z

2  9 ����� ������ ���

y = r cos ✓, z = r sin ✓

.D2 = {0  r  3, 0  ✓  2⇡} :��� ����� ���� r2  9 �����

5



:���� �������� ���� r ��� ���������

¨

S2

xzdS =

¨

D2

(5� y)z

p
2dydz =

3ˆ
0

2⇡ˆ
0

(5� r cos ✓)r sin ✓rd✓dr =

=

3ˆ
0

2⇡ˆ
0

5r

2
sin ✓d✓dr�

3ˆ
0

2⇡ˆ
0

r

3
cos ✓ sin ✓d✓dr =

3ˆ
0

5r

2
(

2⇡ˆ
0

sin ✓d✓)dr�
3ˆ

0

r

3
(

2⇡ˆ
0

(

sin 2✓

2

)d✓)dr

:���� ,
´ 2⇡
0 sin ✓d✓ = 0�� �������

¨

S2

xzdS = 0

:���� ����� �� ���������� ,S3 ��

�(x, ✓) = (x, 3 cos ✓, 3 sin ✓)

.x 2 [0, 5� 3 sin ✓] ����� x 2 [0, 5� y] ����

:�� ������� ������� ������

�

x

= (1, 0, 0),�

✓

= (0,�3 sin ✓, 3 cos ✓)

:���� �������� ������

�

x

⇥�

✓

=

����������

i j k

1 0 0

0 �3 sin ✓ 3 cos ✓

����������

= i·0�j·3 cos ✓+k·3 sin ✓ = (0,�3 cos ✓,�3 sin ✓)

:���� ���� ����� ����

k�
x

⇥ �

✓

k =

p
0

2
+ 9 cos

2
✓ + 9 sin

2
✓ = 3

6



.f(�(x, ✓)) = 3x cos ✓ ���� ,f(x, y, z) = xz ��� ���� ��������

:���� ���� ��������

¨

S3

xzdS =

¨

D3

3x cos ✓dxd✓

:��� ���� D3 �����

D3 = {0  x  5� 3 sin ✓, 0  ✓  2⇡}

:��� �������� ����

¨

S3

xzdS =

¨

D3

3x cos ✓dxd✓ =

2⇡ˆ
0

5�3 sin ✓ˆ
0

3x cos ✓dxd✓ = 3

2⇡ˆ
0

cos ✓·(x
2

2

)|5�3 sin ✓

0 d✓ =

3

2⇡ˆ
0

(5� 3 sin ✓)

2

2

cos ✓d✓ =

75

2

2⇡ˆ
0

cos ✓d✓+

27

2

2⇡ˆ
0

sin

2
✓ cos ✓d✓�30

2⇡ˆ
0

sin ✓ cos ✓d✓

,���

2⇡ˆ
0

cos ✓d✓ = 0

2⇡ˆ
0

sin ✓ cos ✓d✓ =

2⇡ˆ
0

sin 2✓

2

d✓ = 0

2⇡ˆ
0

sin

2
✓ cos ✓d✓ =

sin

3
✓

3

|2⇡0 = 0

:�� ���

¨

S3

xzdS = 0

7



:��� ���� �������� ,�"����

¨

S

xzdS =

¨

S1

xzdS +

¨

S2

xzdS +

¨

S3

xzdS = 0 + 0 + 0 = 0

8
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:��� ���� ����� �������

.(������ ���) ������� ������� ��� �������� ��� ���� ����� ��������

.����� ��� ����� �� ,��� �� ������ �� ��� ��������

.R3�� ������� �� ������� F : R3 ! R3 �������� ���� �� ����� �����

������ �� ��� ,������ ������ ������ ����� �� ,��� ���� ������ �������� �����

.������ ������

����� �� ,"�����" ����� ,������ ����� ����� ���� ����� (�����) ����� ,���� �����

."�����" ����� ,�����

�a ��� ������ ����� ���� �� ,a ��� ����� ���� ���� �� ,������������

.(���� �� "�����" ��� ����� �� �� �������)

�������� �� ����� ���� ����� ����� �� ����� ���� �� ������ ��� �� ������� ,���

.������ ����� �� ����� ����� ���� ���� ��

.������ ��� ����� ������ ���� �������� �� ���� ,���� ������ ���� �� ��

?��� ���� ������ ������� ������ ���

P,Q,R : ����) F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) ������ ��� ������

:���������� �"� ����� S ����� (R3 ! R

�(u, v) = (�1(u, v),�2(u, v),�3(u, v))

1



(������� ������ ����) ������ �������� ,D ✓ R2 ,�1,�2,�3 : D ! R ����

:����

¨

S

FdS =

¨

S

F · ~ndS =

¨

D

F (�(u, v)) · (�
u

⇥ �

v

)dudv

:���� ����� ��� ������ ����

�
¨

D

F (�(u, v)) · (�
u

⇥ �

v

)dudv

���� �
u

⇥ �

v

= ��

v

⇥ �

u

����� ,���������� ���� ��� ������� ������ �����

:����� ���� ����� ��� ������ ����

¨

D

F (�(u, v)) · (�
v

⇥ �

u

)dudv

:��� �������� �� ���� ����� ���

¨

S

F · ~ndS =

¨

S

Pdydz +Qdxdz +Rdxdy

z�� ���� y�� ��� ,x�� ��� ���� ����� ������ ����� ��� ������� �� ���� ��

:������ ,������ �,�,↵��

dydz = cos↵dS, dxdz = cos�dS, dxdy = cos �dS

:�� ����� ���� ����

¨

S

F · ~ndS =

¨

S

(P cos↵+Q cos� +R cos �)dS

2



dydz =

cos↵dS

:�����

.����� �������� ���������� �� ����

z = x cos y �"� ���� S ������ F (x, y, z) = (x,�1, z) ��� ������� ���� .1

.����� ��� ������� x 2 [0, 1], y 2 [

⇡

4 ,
⇡

3 ] ����

:�����

:���� ��� ����������� ,����� ���� ���� �����

�(x, y) = (x, y, x cos y)

:�� ������� ������

�

x

= (1, 0, cos y),�

y

= (0, 1,�x sin y)

3



:����

�

x

⇥ �

y

=

����������

i j k

1 0 cos y

0 1 �x sin y

����������

= i · (� cos y)� j · (�x sin y) + k · 1

:��� .�
x

⇥ �

y

= (� cos y, x sin y, 1) :�����

F (�(x, y)) = F (x, y, x cos y) = (x,�1, x cos y)

:���� ���� �������� ����

¨

S

F ·~ndS =

¨

D

(x,�1, x cos y)·(� cos y, x sin y, 1)dxdy =

¨

D

(�x cos y�x sin y+x cos y)dxdy =

:���� D = [0, 1]⇥ [

⇡

4 ,
⇡

3 ] :��� D �����

=

1ˆ
0

⇡
3ˆ

⇡
4

�x sin ydydx = �
1ˆ

0

x · cos y|
⇡
4
⇡
3
dx = �(

p
2� 1

2

) · x
2

2

|10 = �
p
2� 1

4

:��� ��� ����� ����� �� ����� ���� ,����� ������� �����

p
2� 1

4

:����������� �"� ���� S ������ F (x, y, z) = (y, x, z) ��� ������� ���� .2

�(u, v) = (cos v, sin v, u)

.u 2 [0, 2], v 2 [

⇡

2 ,⇡] ����

:�����

4



:�� ������� ������

�

u

= (0, 0, 1),�

v

= (� sin v, cos v, 0)

:����

�

u

⇥�

v

=

����������

i j k

0 0 1

� sin v cos v 0

����������

= i·(� cos v)�j·(sin v)+k·0 = (� cos v,� sin v, 0)

:���

F (�(u, v)) = F (cos v, sin v, u) = (sin v, cos v, u)

:���� �������� ����

¨

S

F ·~ndS =

¨

D

(sin v, cos v, u)·(� cos v,� sin v, 0)dudv =

¨

D

�2 sin v cos vdudv

:���� ,D = [0, 2]⇥ [

⇡

2 ,⇡] ��� D �����

=

2ˆ
0

⇡ˆ
⇡
2

� sin 2vdvdu = 2 · (cos 2v
2

)|⇡⇡
2
= cos 2⇡ � cos⇡ = 2

,z =

p
x

2
+ y

2 �"� ���� S ������ ,~F = i · y � j · x+ k · z ��� ������� ���� .3

.z 2 [0, 1] ����

:�����

:���� ��� ���������� .����� ���� ���� �����

�(x, y) = (x, y,

p
x

2
+ y

2
)

5



:���� ������� ������

�

x

= (1, 0,

xp
x

2
+ y

2
),�

y

= (0, 1,

yp
x

2
+ y

2
)

:����

�

x

⇥ �

y

=

�����������

i j k

1 0

xp
x

2+y

2

0 1

yp
x

2+y

2

�����������

= i · (� xp
x

2
+ y

2
)� j · ( yp

x

2
+ y

2
) + k · (1)

:��� .�
x

⇥ �

y

= (� xp
x

2+y

2
,

yp
x

2+y

2
, 1) �����

F (�(x, y)) = F (x, y,

p
x

2
+ y

2
) = (y,�x,

p
x

2
+ y

2
)

:���� ���� �������� ����

¨

S

F ·~ndS =

¨

D

(y,�x,

p
x

2
+ y

2
)·(� xp

x

2
+ y

2
,

yp
x

2
+ y

2
, 1)dxdy =

¨

D

p
x

2
+ y

2
dxdy

.x = r cos ✓, y = r sin ✓ :������� ������������ D ����� �� ����

:���� r ��� ��������� .0  r  1 ���� r =

p
x

2
+ y

2
= z .����� ✓ 2 [0, 2⇡]

=

2⇡ˆ
0

1ˆ
0

r · ddrd✓ = 2⇡ · r
3

3

|10 =

2⇡

3

.�������� ����

6
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:�������� ����

:��� F �� �������� ,F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z).R(x.y.z)) ���

divF = r · F = (

@

@x
,
@

@y
,
@

@z
) · F =

@P

@x
+

@Q

@y
+

@R

@z

����� �� (�������� ���� ����) ���� ��� ����� R3 ����� ���� ��� ��� G ���

:��� .������

F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z).R(x.y.z))

.x.y.z �������� ��� �� ��� ������� ������ P,Q,R ���������� �� ������ ���

:���

¨

S

F · ~ndS =

˚

G

divFdxdydz

���������� ��� ���� ������� ���������� ����� ��� ����� �������� ����

.������ �������

������) ������ ��������� ����� ���� ������ ��� ������� ���������� �����

,�������� �� ���� ��� ����� ����� ����� ��� �� �������� ������ ���� (�����

.����� ���� ����� ����� ��

1



:����� ���� �� ���� ������ ����� ,G ���� ��� ��� ������ ,���� ����

˚

G

dxdydz

�������� ����� ������ ���� divF = 1 ������ ��� ,����� ������ ��� ���� ����

:����� ������� ����� ��� �� ��� �����

˚

G

dxdydz =

¨

S

F · ~ndS

����� (���� �������) ���� �� ��� ���� ��� ���� ����� ����� ����� ����

.������ �������

���� ���� �� ���� F (x, y, z) = 1
3 (x, y, z) ���� ��� ����� ������ ��� ,�� ��

:�������� �� ���� ���� ,G ��� �� ���� ��

¨

S

F · ~ndS =

1

3

¨

S

xdydz + ydxdz + zdxdy

.G ����� ��� ��� S ����� ����

:�����

.����� ������
˜

S

F · ~ndS ���������� �� ����

.x2
+ y2 + z2 = a2 ������ ��� S ������ F (x, y, z) = (x3, y3, z3) .�

:�����

:��� ����� �� ���������� ,���������� ����� �������� �� ���� ���� ��

�( , ✓) = (a cos sin ✓, a sin sin ✓, a cos ✓)

:�������

�
 

⇥ �
✓

= (�a2 cos sin

2 ✓,�a2 sin sin

2 ✓,�a2 sin ✓ cos ✓)

2



:�������� �� ���� ������

¨
F (�( , ✓)) · (�

 

⇥ �
✓

)d d✓

.��� ��� ����� ���

:�������� ����� �����

divF = (3x2
+ 3y2 + 3z2)

:����

¨

S

F · ~ndS =

˚

G

(3x2
+ 3y2 + 3z2)dxdydz

:������� ������������ ����� .������ ��� G ����

x = r sin ✓ cos , y = r sin ✓ sin , z = r cos ✓

:���� r2 sin ✓ ��� ��������� .(r, ✓, ) 2 [0, a]⇥ [0,⇡]⇥ [0, 2⇡] :����

˚

G

(3x2
+3y2+3z2)dxdydz = 3·

˚

G

r2(sin2 ✓ cos2  +sin

2 ✓ sin2  +cos

2 ✓)r2 sin ✓drd✓d 

= 3 ·
2⇡ˆ
0

⇡ˆ
0

1ˆ
0

r4 sin ✓ = 3 · 2⇡ · (� cos ✓)⇡0 · r
5

5

|a0 =

12⇡a5

5

.�������� ����

(a > 0) x2
+ y2 = a ����� �� ���� ��� S ������ F (x, y, z) = (x, y, z) .�

.z = 1, z = �1 �������� ��� �����

:�����

3



������ ������ ���� ���� ����� ,���������� ����� �������� �� ���� ��

.(������� ������� ������ �������)

:�������� ����� ,�� �� ,�����

divF = 1 + 1 + 1 = 3

:����

¨

S

F · ~ndS =

˚

G

3dxdydz = 3 ·
˚

G

dxdydz

.���� �� ����� ,����� ,���� ������� ������ ���������

�� z = 1 �������) 2 ��� ����� ���� .����� ���� ����� ���� ���� ���� ���

.(z = �1 ������

:��� .⇡a ���� ����
p
a ����� �� ���� ��� �����

˚

G

dxdydz = 2 · ⇡a

:���� ���� �������� �"����

¨

S

F · ~ndS = 6⇡a

����� x2
+ y2 � z = 0 ����� ��� ��� S ������ F (x, y, z) = (x3, y3, z3) .�

.z = 1 ������ �"�

:�����

:��� ���� ����

4



.����� ��� ���� .���� ��� ���� ����� ������

:�������� ���� ���

¨

S

F · ~ndS =

˚

G

(3x2
+ 3y2 + 3z2)dxdydz =

:����� �� ����� �� ������ x, y �� �� ,������� ������������ �����

x = r cos ✓, y = r sin ✓, z = z

:���� r ��� ��������� .0  z  1�� 0  r  z ,0  ✓  2⇡ ����

˚

G

= 3 ·
2⇡ˆ
0

1ˆ
0

zˆ
0

(r2 cos2 ✓ + r2 sin2 ✓ + z2)rdrdzd✓ = 6⇡ ·
1ˆ

0

(

r4

4

+

z2r2

2

)

r=z

r=0 =

= 6⇡ ·
1ˆ

0

3z4

4

dz =

9⇡

10

5



.���� �������� ����

:������� �� ��������� ������ ��� S ������ F (x, y, z) = (2xy, 8xz, 4yz) .�

O(0, 0, 0), A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1)

:�����

:��� ���� ����

.ABC ����� ��� ������ ������ �������

:�������� ���� ��� ,���

¨

S

F · ~ndS =

˚

G

(2y + 0 + 4y)dxdydz = 6 ·
˚

G

ydxdydz

.y = 1� x ������ ��� AB ���� ���

.z = 1� x� y �� x+ y + z = 1 ������ ��� ABC ������

6



����� ��� ������ (�������� 007 ����� �� 807 �����) ������� ����� ������ ����

.(����� �� :���) ���� ��������

:���� ���� �������� ����� ,���

0  x  1, 0  y  1� x, 0  z  1� x� y

:���� ���������

6 ·
˚

G

ydxdydz = 6 ·
1ˆ

0

1�xˆ
0

1�x�yˆ
0

ydzdydx = 6 ·
1ˆ

0

1�xˆ
0

y(1� x� y)dydx =

= 6·
1ˆ

0

((1�x)
y2

2

� y3

3

)|1�x

0 dx = 6·
1ˆ

0

(1� x)3

2

� (1� x)3

3

dx = � (1� x)4

4

|10 =

1

4

.���� �������� ����

:�������� �"� ������ ����� ��� ��� S ������ F (x, y, z) = (2x2y, xz2, 4yz) .�

x = 0, x = 1, y = 0, y = 2, z = 0, z = 3

:�����

:��� ���� ����

7



:�������� ���� ���

¨

S

F · ~ndS =

˚

G

(4xy + 0 + 4y)dxdydz = 4

˚

G

(x+ 1)ydxdydz

:���� 0  z  3 ,0  y  2 ,0  x  1 :��� ���� �����

4

˚

G

(x+ 1)ydxdydz = 4 ·
1ˆ

0

2ˆ
0

3ˆ
0

(x+ 1)ydzdydx = 12 ·
1ˆ

0

2ˆ
0

(x+ 1)ydydx =

= 12 ·
1ˆ

0

(

(x+ 1)y2

2

)|20dx = 24 · (x+

x2

2

)|10 = 36

.���� �������� ����

8



9 ����� 4 �����

2015 ���� 26

:����� ����

:������ ��� ��� ,��� .C ������ ��� ����� ��� ����� S ���

F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z))

:������� ���� ����� ���� ,������� ������ P,Q,R : R3 ! R ����

ˆ

C

Fd~r =

¨

S

(r⇥ F ) · ~ndS

������� ��� ����� �������� ,��� ���� ������ ������� ��� ����� ��������

.�����

:� ��� �� ���� .curlF�� �� ����� r⇥ F ������

r⇥ F =

����������

i j k

@

@x

@

@y

@

@z

P Q R

����������

=

✓
@R

@y

� @Q

@z

,

@P

@z

� @R

@x

,

@Q

@x

� @P

@y

◆

.��� �� ������� ������ ��� ����� �� �����������

����� ����) ����� ������ ������ ����� ������ ������� ���� ���� �� ,�����

�� ����� (������ ����� ������� ����� ���� ������� ���� ����� ������ ����

.����� ��� ,(������� ������) ����� ������ �� ������ �������� ��

1



:�� �� ����� ���� �� ����� ����

ˆ

C

Pdx+Qdy+Rdz =

¨

S

✓
@R

@y

� @Q

@z

◆
dydz+

✓
@P

@z

� @R

@x

◆
dzdx+

✓
@Q

@x

� @P

@y

◆
dxdy

:�����

.����� ���������� �� ����

������ ����� ��� C �������
´
C

(y + 2z)dx + (x + 2z)dy + (x + 2y)dz .�

.x+ 2y + 2z = 0 ������ �� x

2 + y

2 + z

2 = 1

:�����

.P = y + 2z,Q = x+ 2z,R = x+ 2y ,�� �����

:���� ������ ������ ����� �� ����

~n =
(1, 2, 2)p
1 + 22 + 22

=
1

3
(1, 2, 2)

:�� ���

r⇥ F = (2� 2, 2� 1, 1� 1) = (0, 1, 0)

:��� ���� �������� ����

ˆ

C

=

¨

S

(0, 1, 0) · (1, 2, 2)1
3
dS =

2

3

¨

S

dS

.C ������ ������ ����� �� ���� �� ���� ������� ��������

�� ������ ���� ��� .���� ��� ��� ����� ;������ ����� �� ����� ��� ������

?��� ����

��� ������ ����� ,"���� ����" ��� ����� ���� ,������ ������ ���� ���� ������

.������ �����

2



:���� ,⇡ ��� S ��� ���� r = 1 ���� �����

ˆ

C

=

¨

S

(0, 1, 0) · (1, 2, 2)1
3
dS =

2

3

¨

S

dS =
2⇡

3

.�������� ����

�� x

2 + y

2 = a

2 ����� �� ����� ��� C �������
´
C

y

3
dx � x

3
dy + z

3
dz .�

.x+ y + z = b ������

:�����

.P = y

3
, Q = �x

3
, R = z

3 �� �����

:��� ����� ������

~n =
(1, 1, 1)p

12 + 12 + 12
=

1p
3
(1, 1, 1)

:�� ���

r⇥ F = (0� 0, 0� 0,�3x2 � 3y2)

:��� ���� �������� ����

ˆ

C

=

¨

S

(0, 0,�3x2 � 3y2) · (1, 1, 1) 1p
3
dS = �

p
3

¨

S

x

2 + y

2
dS

:���� x2 + y

2 = a

2 ����� �� ������ �����

= �
p
3a2
¨

S

dS

.xy ������ �� ���� ���� ,����� ��� �� ���� ��� ,���

:��� ���� ������ ,z = b� x� y :��� ��������

q
1 + z

2
x

+ z

2
y

=
p
3

3



:����

= �
p
3a2
¨

D

p
3dxdy = �3a2

¨

D

dxdy

,a ������� ���� ���� xy ����� �� ���� �������� ,���� ��� ���� ����� ,���

:���� ⇡a2 ��� �����
ˆ

C

= �3a2 · ⇡a2 = �3⇡a4

��) ������� �������� ���� ����� ��� �������� ��� �� ���� .�������� ����

���� ,����� �� ������ �� ����������� ������ ������ �� ���� ,(���� ��� ����������

.��� �� ���� �������� ����� ��� �������� �� ����

.x
2

4 + y

2

9 = 1, z = 1 ������� ��� ��� C ����
´
C

(x+z)dx+(x�y)dy+xdz .�

:�����

:��� ���� �����

.P = x+ z,Q = x� y,R = x �� �����

4



:������ �� ����

~n =
(0, 0, 1)p
0 + 0 + 1

= (0, 0, 1)

:�� ���

r⇥ F = (0� 0, 1� 1, 1� 0) = (0, 0, 1)

:��� �������� ����

ˆ

C

=

¨

S

(0, 0, 1) · (0, 0, 1)dS =

¨

S

dS

����� �� ������ ��� S ���� ����� .��� ���� ,������ ���� ��� ,��� ��������

:���� a = 2, b = 3

ˆ

C

= ⇡ab = 6⇡

.�������� ����

��������� ������ ��� ��� C ����
´
C

(z � y)dx + (x � z)dy + (y � x)dz .�

:������� ������

A(2, 0, 0), B(0, 2, 0), D(0, 0, 2)

:�����

:��� ���� �����

5



����� ������ ����� ����� �� ��) x+ y+ z = 2 ������� �"� ���� ABD ������

.(������ ������ ����� ������ ��� ;����� ������ 3 �����

:���� ������ ,���

~n =
(1, 1, 1)p
1 + 1 + 1

=
1p
3
(1, 1, 1)

:�� ���

r⇥ F = (1� (�1), 1� (�1), 1� (�1)) = (2, 2, 2)

:���� �������� ����

ˆ

C

=

¨

S

(2, 2, 2) · 1p
3
(1, 1, 1)dS = 2

p
3

¨

S

dS

������ �� ���� �� ���� ���� .������ ��� �� ���� ������� �������� ,���

.(
p
8 ��� ��� �� ����� ,⇡3 �� ������� �� ��� ,����� ���� ����� ���) ����� ����

6



:���� ���� �������� ���� 2
p
3 ��� ������ ���

ˆ

C

= 2
p
3 · 2

p
3 = 12

7
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2015 ����� 10

:������

:�����

����� ����� ������ a 2 M ��� �� ������ k ����� ����� M ✓ Rn �����

:������ ⌦a ✓ Rk ����� ����� ,Va ✓ M

'a : ⌦a ! Va

,('a(x1, . . . , xk) = ('1(x1, . . . xk), . . . ,'n(x1, . . . , xk)) :������� ������� ��) ��� �"��

:������� ��

rank

✓
@'j

@xi

◆
= k

.(�������� ����� �� �����) M�� ����� ��� �������� ��� ��������� ���� �����

.M ������ �� ��� ���� (⌦a,'a) ����

.���� ���� M ������ �� ����� {(⌦a,'a)}a2I ���� ����

.���� ����� ����� '�1
j � 'i : ⌦i ! ⌦j :������

���� ���� ����� ������ �� ,Rk ��� ,������ ,����� ������ k ������ �� ����

��� ������ ��� ���������� ������ ��� ,������ �� ��������� ����� ��� ����) ����

.(���������� ������

:������

:S2 ⇢ R3 ������ ������ ������

S

2 = {(x, y, z) 2 R3 : x2 + y

2 + z

2 = 1}

����� ,��� .���� ��� ������ ����� ����� ,⌦ = {(t, s) 2 R2 : t2 + s

2
< 1} :����

:��������

'1,'2,'3,'4,'5,'6 : ⌦ ! S

2

1



:�"�

'1(t, s) = (t, s,
p
1� t

2 � s

2)

'2(t, s) = (t, s,�
p
1� t

2 � s

2)

'3(t, s) = (t,
p
1� t

2 � s

2
, s)

'4(t, s) = (t,�
p
1� t

2 � s

2
, s)

'5(t, s) = (
p
1� t

2 � s

2
, t, s)

'6(t, s) = (�
p
1� t

2 � s

2
, t, s)

.�������� ���� ���� �������� ��� ��

������ ;������ ��������� ��� ����� ������ ��� ?������� ��� ���� �� ���

,"������ ��" ���� ������ �� �� ����� ���� ���������� ,����� ����� ��� ������

.������ �� ����� ����

�� �� ���� ,��������� ��� ��� ���� ��� ,����� �� �� ����� ������ �����

��� �� ����� ��������� ��� ��� ����� .���������� ������ ��� ���� ����� �����

.������� �������

:��� ������ �� ���� ,�� ��

{(⌦,'i)}6i=1

.������� ������ ��� �� ,�����

:����� ����� ����� M ✓ Rn ������ ����

M =

8
>><

>>:
(x1, . . . , xn) 2 Rn :

g1(x1, . . . , xn) = 0
...

gk(x1, . . . xn) = 0

9
>>=

>>;

:��� ����� M�� ��� �����

rank

✓
@gi

@xj

◆
= k

.M�� ����� ���

:������

.M = {(x, y) : xy � 1 = 0}.1
:��� ��������� .g(x, y) = xy � 1 ,�������� ����

rg = (y, x)

2



���� M�� ����� �� (0, 0) ������� ��� .(x, y) = (0, 0) �� ��� 1 ��� ������

.����� M

.M = {(x, y) : xy = 0} .2

�� ����� �� ,(x, y) = (0, 0) �� ��� 1 ��� ����� ,1�� ����� .������ �� ���

.����� ���� M ���� (0, 0) 2 M

.M =

(
(x, y, z) :

x

2 + y

2 + z

2 � 1 = 0

x+ y + z � 1 = 0

)
.3

:��� ��������� .������ ����� �� ����� ����� ���
 

2x 2y 2z

1 1 1

!

?M�� ��� ����� �� ��� .x = y = z �� ��� 2 ��� ������

�� ����� �� ,x = y = z = 1
3 ����� 3x = 3y = 3z = 1 :���� ������ ��������

.����� M ����� ,M�� ���� ������ ��� ���� ������ ������� �� ������ ��

:�����

.����� ���� ���� ,�� �� ?����� M ✓ R2 ������ ���

.M = {(x, y) : y � x

3 = 0} .�

:�����

:��� ���������
⇣

�3x2 1
⌘

.����� �� ���� 1 ���� ��� ������

:��� ���� ������

3



:��� ����� ���� ��� '(t) = (t, t3) :�"� ' : R ! R2 ������� �����

{(R,')}

.M = {(x, y) : y2 � x

3 = 0} .�

:�����

:��� ��������� ,�� �����

⇣
3x2 2y

⌘

.����� �� M ���� ,(0, 0) 2 M ������ 0 ��� ������

.M = {(x, y) : 9x2 + y

2 � 1 = 0} .�

:�����

:��� ���������

⇣
18x 2y

⌘

.����� M ���� (0, 0) /2 M �� ,(x, y) = (0, 0) �� ��� 1 ��� ������

:��� ���� ������

4



:���� .������ ���� ����� ������� ������� �� ���� ,������ �����

⌦ = (� 1
3 ,

1
3 )

D = (�1, 1)

:�������� ������

'1,'2 : ⌦ ! M

'1(t) = (t,
p
1� 9t2),'2(t) = (t,�

p
1� 9t2)

'3,'4 : D ! M

'3(t) = (
p
1�t2

3 , t),'4(t) = (�
p
1�t2

3 , t)

:������ ���� �����

{(⌦,'1), (⌦,'2), (D,'3), (D,'4)}

:�����

5



:M ✓ R3 ������ �� �����

M = {(x, y, z) : z � x

2 � y

2 = 0}

.���� �� ���� ,�� �� ?����� �� ���

:�����

:��� ���������

⇣
�2x �2y 1

⌘

.����� ��� M ����1 ���� ��� ������

:���� ���� '(t, s) = (t, s, t2 + s

2) �"�' : R2 ! M ����� ��

{(R2
,')}

6
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.�"��� ���� '� ���� ���� �� �����
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:�������� �� ���� .1
ˆ

�

�y

x2
+ y2

dx+

x

x2
+ y2

dy

.������ ������ � = {(x, y) : (x� 800)

2
+ (y + 500)

2
= 400} :����

:�����

����� �� ����� �� ����� ,(800,�500) ������ ����� 20 ����� �� ���� ��� �

.������

:���� ����� ������ ���� ,���
ˆ

�

(P,O)d~r =

¨

D

(

@Q

@x
� @P

@y
)dxdy

:����� P (x, y) = �y

x

2+y

2 , Q(x, y) = x

x

2+y

2 ,���� �����

@Q

@x
=

y2 � x2

x2
+ y2

,
@P

@y
=

y2 � x2

x2
+ y2

:����
ˆ

�

�y

x2
+ y2

dx+

x

x2
+ y2

dy =

¨

D

(

@Q

@x
� @P

@y
)dxdy =

¨

D

0dxdy = 0

1



.0�� ���� �������� ��� ����

:�������� �� ���� .2

ˆ

�

(sinx+ xy)dx+ (x2
+ 3)dy

������ (�1, 0), (0, 1), (1, 0) ������� �� ��������� ������ ���� ��� � ����

.������

:�����

.�1,�2,�3 :��� ���� ��� ��� ��� ,����� ������ ����� � �� ����

:������ ��� ,����� ������� ��� �� �� �������� �� ����

ˆ

C

F · d~r =

bˆ
a

F (�(t)) · �0
(t)dt

.������� �� ������

:������ ������ �� �����������

�1(t) = (1� t)(1, 0) + t(0, 1) = (1� t, t)

�2(t) = (1� t)(0, 1) + t(�1, 0) = (�t, 1� t)

�3(t) = (1� t)(�1, 0) + t(1, 0) = (2t� 1, 0)

:��� ������� ���� .������������ ��� t 2 [0, 1] ����

F (x, y) = (sinx+ xy, x2
+ 3)

:������� ,�0
1(t) = (�1, 1) ,������� ���� ����

F (�1(t)) = (sin(1� t) + t(1� t), (1� t)2 + 3)

2



:����

ˆ

�1

=

1ˆ
0

(sin(1� t) + t(1� t), (1� t)2 + 3) · (�1, 1)dt =

=

1ˆ
0

(2t2� sin(1� t)�3t+4)dt =
1

6

(4t3�9t2+24t)|10� cos(1� t)|10 =

13

6

+cos 1

:������� ,�0
2(t) = (�1,�1) ,������ ���� ����

F (�2(t)) = (sin(�t)� t(1� t), (�t)2 + 3) = (� sin t+ t2 � t, t2 + 3)

:����

ˆ

�2

=

1ˆ
0

(� sin t+ t2 � t, t2 + 3) · (�1,�1)dt =

1ˆ
0

(sin t+ t� 2t2 � 3)dt =

F (�2(t)) = (sin(�t)� t(1� t), (�t)2 + 3) = (� sin t+ t2 � t, t2 + 3)

:����

ˆ

�2

=

1ˆ
0

(� sin t+ t2 � t, t2 + 3) · (�1,�1)dt =

1ˆ
0

(sin t+ t� 2t2 � 3)dt =

= �1

6

(4t3 � 3t2 + 18t)|10 � cos t|10 = �13

6

� cos 1

:������� �0
3(t) = (2, 0) ,������� ���� �����

F (�3(t)) = (sin(2t� 1) + 0, (2t� 1)

2
+ 3)

3



:����

ˆ

�3

=

1ˆ
0

(sin(2t�1)+0, (2t�1)

2
+3)·(2, 0) =

1ˆ
0

2 sin(2t�1)dt = �2 cos(2t� 1)

2

|10 = 0

:��� ���� �������� ��� ����

ˆ

�

(sinx+ xy)dx+ (x2
+ 3)dy =

ˆ

�1

+

ˆ

�2

+

ˆ

�3

= 0

:����� �� ����� ��� �� ���� .3

S = {(x, y, z) : x = y2 + z2 � 3,�2  x  1}

:�����

:����� t = x+ 3 � ������������ �� ��� ���� �����

S = {(t, y, z) : t = y2 + z2, 1  t  4}

.���� ���� ���

:���� ��� ���������� ����� ,����� ���� ���� �����

�(y, z) = (y2 + z2, y, z)

:��� ��� ����� ���� ������ ������ ����

k�
y

⇥ �
z

k =

q
1 + t2

y

+ t2
z

=

p
1 + 4z2 + 4y2

:������ ����� ���� ����� ��� �� .t(y, z) = y2 + z2 ����

µ(S) =

¨

S

ds =

¨

D

k�
y

⇥ �
z

k dydz =

¨

D

p
1 + 4z2 + 4y2dydz

4



:������� ������������ D ����� �� ����

y = r cos ✓, z = r sin ✓

.1  r  2 ���� 1  t = y2 + z2 = r2  4 ,���� �����

:���� ,r ��� ���������� 0  ✓  2⇡ ,�� ���

¨

D

p
1 + 4z2 + 4y2dydz =

2⇡ˆ
0

2ˆ
1

p
1 + 4r2rdrd✓ =

2⇡

8

2ˆ
1

p
1 + 4r28rdr =

2⇡

8

· 2
3

(1 + 4r2)
3
2 |21 =

⇡

6

(17

p
17� 5

p
5)

:�������� �� ���� .4

¨

S

x2dydz + ydzdx+ zdxdy

.������ ����� �� S = {x2
+ y2  (z � 1)

2, 0  z  1} ����

:�����

�� ,������ ����� �� ������ ��� .z = �
p
x2

+ y2 + 1 :����� ���� ���� �����

.0  z  1

:��� ������ ,�� ��

�
x

⇥ �
y

= (�z
x

,�z
y

, 1) = (

xp
x2

+ y2
,

yp
x2

+ y2
, 1)

.�(x, y) = (x, y,�
p

x2
+ y2 + 1) ��� ����������� ����

:��� ,F (x, y, z) = (x2, y, z) :��� ������� ����

F (�(x, y)) = (x2, y,�
p

x2
+ y2 + 1)

5



:���� �������� ����

¨

S

x2dydz + ydzdx+ zdxdy =

¨

D

F (�(x, y)) · (�
x

⇥ �
y

)dxdy =

¨

D

(x2, y,�
p
x2

+ y2 + 1) · ( xp
x2

+ y2
,

yp
x2

+ y2
, 1)dxdy =

=

¨

D

(

x3
+ y2p

x2
+ y2

�
p
x2

+ y2 + 1)dxdy

:������� ������������ D ����� �� ����

x = r cos ✓, y = r sin ✓

:���� r ��� ��������� .0  r  1�� 0  ✓  2⇡ ����

=

¨

D

=

2⇡ˆ
0

2ˆ
0

r2 cos3 ✓ + r sin2 ✓ � r + 1)rdrd✓ =

=

2⇡ˆ
0

(

r3 cos3 ✓

3

+

r2 sin2 ✓

2

� r2

2

+ r)|r=1
r=0d✓ =

2⇡ˆ
0

(

cos

3 ✓

3

+

sin

2 ✓

2

+

1

2

)d✓ =

=

2⇡ˆ
0

(1� sin

2 ✓) cos ✓

3

d✓+

2⇡ˆ
0

1� cos 2✓

4

d✓+⇡ =

3⇡

2

+(� sin ✓� sin

3 ✓

3

� sin 2✓

8

)|2⇡0

. 3⇡2 ��� �������� �"��� ����

:���� ��� �� ���� .5

V = {(x, y, z) : x2
+ z2 = (4� y)2, 0  y  1}

6



:�����

:������ �"� ��� ���� ���� ,�������� ���� �����

1

3

|
¨

V

xdydz + ydxdz + zdxdy|

:��� .y = 4�
p
x2

+ z2 :����� ���� ����� ,���� �����

�
x

⇥ �
z

= (�y
x

, 1,�y
z

) = (

xp
x2

+ y2
, 1

zp
x2

+ z2
)

.�(x, z) = (x, 4�
p
x2

+ z2, z) :��� ����������� ����

:��� .F (x, y, z) = (x, y, z) :��� ������� ����

F (�(x, z)) = �(x, z) = (x, 4�
p

x2
+ z2, z)

:��� ���� ����

1

3

¨

D

(x, 4�
p

x2
+ z2, z) · ( xp

x2
+ z2

, 1
zp

x2
+ z2

)dxdz =

=

1

3

¨

D

(

x2
+ z2p

x2
+ z2

+ 4�
p

x2
+ z2)dxdz =

4

3

¨

D

dxdz

,������� ������������ ����� �� ?D ����� ���

x = r cos ✓, z = r sin ✓

.3  r  4 :���� ,0  y  1� ������� r2 = (4� y)2 :��� 0  ✓  2⇡ ����

.3 ����� �� ����� 4 ����� �� ���� ��� ,���� ��� D ����� ,�����

:����� ,���� �� ���� D ����� �� ��������

4

3

¨

D

dxdz =

4

3

(16⇡ � 9⇡) =
28⇡

3

7



.���� ����

:�������� �� ���� ,����� ���� ����� .6

ˆ

�

(2y + x2
)dx+ (z � 2x+ y)dy � (x+ 3z)dz

.������ ������ � = {(x, y, z) : x2
+ y2 = 4, z = 2} ����

:�����

:���� ����� ����

ˆ

�

F · d~r =

¨

S

curlF · ~ndS

:���� �����

F = (P,Q,R) = (2y + x2, z � 2x+ y,�x� 3z)

:����

curlF = (0� 1, 0� (�1),�2� 2) = (�1, 1,�4)

.(0, 0, 2) ������ ����� 2 ����� �� z = 2 ������ ����� ��� S �����

:��� .(0, 0, 1) ��� ����� �����

¨

S

curlF · ~ndS =

¨

S

(�1, 1,�4) · (0, 0, 1)dS = �4

¨

S

dS = �16⇡

.����� ���� ,S �� ���� �� ���� ��������� ������

8



12 ����� 4 �����

2015 ����� 24

.�"��� ���� '� ���� ���� �� �����

.������ 21 ���� ���� �� .����� 5 ����� �� ����� ,����� 6 �����

:�"� ������� ����� M ⇢ R3 ��� .1

M = {(x, y, z) 2 R3
: x

4
+ y

4
+ z

4
= 3, x� 2y + z = 0}

?����� ��� ,�� �� ?����� ���� ��� .�

:�����

:������� �� ����� ����� ,�������� ����� ����� ��������� �� �����
0

B@
4x

3
4y

3
4z

3

1 �2 1

1

CA

.M�� ����� ��� 2 ����� �����

:����� ,�������� ������ ����� ������ ������ ?2 ���� ����� ���

(4x

3
, 4y

3
, 4z

3
) = ↵ · (1,�2, 1)

:������ ����� ����� ,4y3 = �2↵ ��� 4x3
= 4z

3
= ↵ :�����

(x,

3
p
�2x, x)

1



?M�� ��� ����� �� ���

:�� ������ ������� �� ������ ��� ����� ��

x� 2

3
p
�2x+ x = 0

.������ ������� �� ������ �� (0, 0, 0) ������ �� ,x = 0 ����

��� .M�� ����� ��� �������� ������� ���� ���� M �� ���� ������ ��� ���

.����� M

3�2 = ��� ����� ���� ����� ��� ���� ���� (�"��) ������� ��� ������� M ��

.1

��� ���� ����� ��� "����� �����" �� ����� � M �� ������ �� ��� ����� ����

.1 ������ "���� ����"

.(1, 1, 1) ������ M�� ���� ���� ���� .�

:�����

:�� ���� ������ ����� ����� ,���� ������� �� ������ ���� ��� ����� �����

Null

0

B@
4x

3
4y

3
4z

3

1 �2 1

1

CA

:�� �� .(x, y, z) = (1, 1, 1) ����

0

B@
4 4 4

1 �2 1

1

CA

0

BBBB@

x

y

z

1

CCCCA
=

~

0

8
><

>:

4x+ 4y + 4z = 0

x� 2y + z = 0

2



:��� ����� ����� ���� x = �z, y = 0 �����

T(1,1,1)(M) = {(x, 0,�x) : x 2 R} = span{(1, 0,�1)}

:������ n, a �������� �� ����� ���� ���� .� .2
ˆ

�

(x

2
y

n

+ ax)(ydx+ xdy) = 0

?� ⇢ R2 ����� ����� ���

:�����

:�������� �� ��� �� ������ ��� ! ����� :����
ˆ

�

!dx

.� ������ ���� ��

.!(x, y) = (x

2
y

n+1
+ axy, x

3
y

n

+ ax

2
) :��� ������ ,���� �����

f : R2 ! R ������ ������ ����� ,������� ������ ��� ����� ����� ���

:�������

df = !

:�������� �� ����� ����� ,�����
8
><

>:

f

x

= x

2
y

n+1
+ axy

f

y

= x

3
y

n

+ ax

2

y ���� ������� ������� x ��� ��������� ���� .��� �� ���� �� �"�� ���

:����� ������ �������
8
><

>:

f =

x

3
y

n+1

3 +

ax

2
y

2 + g(y)

f =

x

3
y

n+1

n+1 + ax

2
y + h(x)

3



��� x ������� ,y �� ����� ������� ������ �� x ��� ��������� ������ ����

.����� ��� ,����

:�� ��

x

3
y

n+1

3

+

ax

2
y

2

+ g(y) =

x

3
y

n+1

n+ 1

+ ax

2
y + h(x)

.g = 0 ���� ���� y �� ������� ��� ���� ���� .���� y �� ������� ��� g ��������

x �� ������� ��� ���� ���� .���� x �� ������� ��� h �������� ,���� �����

.h = 0 ���� ����

:�� ������

x

3
y

n+1

3

+

ax

2
y

2

=

x

3
y

n+1

n+ 1

+ ax

2
y

:�� �������� ������ �"���� x

3
y

n+1

3 =

x

3
y

n+1

n+1 ��� ax

2
y

2 = ax

2
y ,����

a = 0, n = 2

.������ ��� .���� ����� ����� ���� �� '� ���� .�

:���� ���� ���� ����� .3

ˆ

�

x

2
(y + 1)dx� xy

2
dy

.����� ����� ��� � = {(x, y) : x2
+ y

2
= 1, y � 0} ����

:�����

.���� ����� �� ���� ����� ������ ����� ���� ,����� �� ���� ������

,����� ���� ���� ����� ���� .������ ���� �� ������ ���� ��� ���� ������

.(1, 0)�� (�1, 0) ������� ��� ���� ��� ��� ����� ������

4



:���� .˜��� ������� ������ ������ ��� C�� ��� �� ����

ˆ

�̃

=

ˆ

�

+

ˆ

C

:��� C �� ����������

�(t) = (t, 0)

:���� ,!(x, y) = (P,Q) = (x

2
(y + 1),�xy

2
) :��� ������ .t 2 [�1, 1] ����

!(�(t)) = (t

2
, 0)

:���� �0
(t) = (1, 0) �� ���

ˆ

C

=

1ˆ
�1

(t

2
, 0) · (1, 0)dt = t

3

3

|1�1 =

2

3

:���� ���� ��� ,���

ˆ

�̃

=

¨

D

✓
@Q

@x

� @P

@y

◆
dxdy =

¨

D

(�y

2 � x

2
)dxdy

:������� ������������ ����� .������ ����� �� ������ ���� ��� D ����� ����

x = r cos ✓, y = r sin ✓

:���� x2
+ y

2
= r

2 ,r ��� ��������� .0  ✓  ⇡,0  r  1 ����

¨

D

(�y

2 � x

2
)dxdy =

⇡ˆ
0

1ˆ
0

�r

2 · rdrd✓ = ⇡

�r

4

4

|10 = �⇡

4

5



:��� ����

�⇡

4

=

ˆ

�

+

ˆ

C

.�⇡

4 � 2
3�� ���� ���������

.y = 2 ,y =

p
x

2
+ z

2 �"� ����� ���� ��� �� ���� ���� ���� ����� .4

:�����

:���� ,�������� ���� ��� ��� ,���� ����

˚

G

divFdxdydz =

¨

S

F · ~ndS

.G ���� ��� ���� ���� ��� S ����

:����� ������ ��� �� ���

˚

G

dxdydz

����� ��� ����� ��� ,���� ����� ���� 1 ��� ��� ��������� ������ ��� ���� ����

.����

:���� ����� ��� ������ ������

F (x, y, z) =

1

3

(x, y, z)

�� �� �������� �� ���� .������ ����� ����� ��� ,���� ���� ,���� ���� ���

.���������� �� ������ ����� ��� ���

:��� ������ �� ����������

�(x, z) = (x,

p
x

2
+ z

2
, z)

6



:�� ������� ������

�

x

= (1,

xp
x

2
+ z

2
, 0),�

z

= (0,

zp
x

2
+ z

2
, 1)

:����

�

x

⇥ �

z

=

����������

i j k

1

xp
x

2+z

2 0

0

zp
x

2+z

2 1

����������

= (

xp
x

2
+ z

2
,�1,

zp
x

2
+ z

2
)

:��� .F (�(x, z)) =

1
3 (x,

p
x

2
+ z

2
, z) :�� ���

¨

S

F · ~ndS =

¨

D

(

xp
x

2
+ z

2
,�1,

zp
x

2
+ z

2
) · 1

3

(x,

p
x

2
+ z

2
, z)dxdz = 0

���" �� ����� �� .���� ��� ���� ����� ?����� �������� ��� ,������������

.���� ���� ,����� "����

������� ������ ���� ,����� �������� �� ���� ���� ��� ���� ��������� ������

.��� ������ ���������� ������ ����� "����"� ����� ��� ����� ��

.����� �� �������� �� �� ���� ,���

:��� ����� �� ����������

�(x, z) = (x, 2, z)

:�� ������� ������

�

x

= (1, 0, 0),�

z

= (0, 0, 1)

:����

�

x

⇥ �

z

=

����������

i j k

1 0 0

0 0 1

����������

= (0,�1, 0)
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:���� F (x, y, z) =

1
3 (x, 2, z) ,�� ���

¨

S

F · ~ndS =

¨

D

1

3

(x, 2, z) · (0,�1, 0)dxdz = �2

3

¨

D

dxdz

:���� 2 ������� ����� ��� D ����� .D ����� �� ���� �� ���� ��������

= �2

3

· 4⇡ = �8⇡

3

:��� ��� ���� ,����� ���� ��� ���

V =

8⇡

3

:���� ����� ���� ����� .5

ˆ

�

ydx+ zdy + xdz

����� ��� x+ y + z = 0 ������� x2
+ y

2
+ z

2
= 9 ������ �� ����� ��� � ����

.�����

:�����

:���� ����� ����

ˆ

C

F · d~r =

¨

S

(r⇥ F ) · ~ndS

.S ����� ��� C ����

:���� F = (P,Q,R) = (y, z, x) ,���� �����

r⇥ F = (0� 1, 0� 1, 0� 1) = (�1,�1,�1)

8



:���� (1, 1, 1) ��� ���� ����� ����� �����
ˆ

�

ydx+ zdy + xdz =

¨

S

(1, 1, 1) · (�1,�1,�1)dS = �3

¨

S

dS

.S ����� �� ���� �� ���� ��������

� ���� ,������ �� ����� ���� ,������ ������ ���� ������ �� ����� ������

.���� ���� ���

:��� .9⇡ ���� ������ 3 ������� ����� ��� ,�� �� ,S
ˆ

�

ydx+ zdy + xdz = �3 · 9⇡ = �27⇡

.' ⇤ ! ������ ! ������ ' : Rm ! Rn ������������� ������� ���� .6

:������ �� ������ Rn �� �������� ������� ! ����

' ⇤ (d!) = d(' ⇤ !)

:�����

.��������� ����� ��

:�"� ������ ,pullback �� ������ ,'⇤ ������

' ⇤ ! (t; v1, v2, . . . , vk) = !('(t);'

0
(t)v1, . . . ,'

0
(t)v

k

)

.t; v1, v2, . . . , vk 2 Rm

,'(t);'

0
(t)v1, . . . ,'

0
(t)v

k

2 Rn ,������k ��� ! ����

:'⇤ ����� ��� .!(x) =
P

⇡

i

(x)dx

i

,�������� ������� ! ����

' ⇤ (⇡
i

) = ⇡

i

(') = '

i

(t)

.d(' ⇤ !) = d'

i

(t) ����

.������� ������ ���� ������
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