
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

):כלל לייבניץ , ) ( , , ) , ( , )
b

F x y V x y s ds x y D
a
∫= aאם∋ b+ <  ולכל ∞

, ,x y s ( , , )V x y s והנגזרת שלה לפי x) y ( אזרציפות( , )F x yרציפה  :

bF V
ds

x xa

∂ ∂
= ∫

∂ ∂
  

bF V
ds

y ya

 ∂ ∂ = ∫ ∂ ∂ 
.  

a אם b+ = ,ולכל ∞ ,x y s ( , , )V x y s והנגזרת שלה לפי x) y (רציפות ומתקיים :

'( , , ) ( ), ( , , ) ( )V x y s s V x y s sxϕ ψ≤ ≤

 

( )   ,  ( )s sϕ ψ  חיוביות לפי

 ( , )s a b∈,תקיים ומ( )   ,  ( )
b b

s ds s ds
a a
ϕ ψ∫ ∫< ∞ < )אז∞ , )F x y רציפה 

xFובעלת נגזרת חלקית רציפה  : ומתקיים′
( , ) ( , , )

bF x y V x y s
dsx xa

∂ ∂∫=∂ ∂

)אם :משפט ארצלה   , )f x yת ב מוגדרXOY כל לy ∈ ℝ,( , )f x y dx
∞
∫
−∞

 

x,כל ול, סמתכנ y ∈ ℝ ,קיימת
'
( , )f x yy ,כל ולy ∈ ℝ,

'
( , )f x yy  

)וקיימת ,  בכל קטע סופיx אינטגרבילית לפי  )g xאינטגרבילית כך ש  :

' ( , ) ( )   f x y g x xy ≤ ∀ ∈ ℝ תלות ב ללאy ,וגם ( )g x dx
∞
∫ < ∞
−∞

 אז

( ) ( , )F y f x y dx
∞
∫=
−∞

y לכלגזירה  R∈ו ( ) ( , )
f

F y x y dx
y

∞
∂∫′ =
∂−∞

  

)משפט פועל לכל המקרים בהם ה , ), ( , )x a b y c d∈  באשר ∋
,

,

a b

c d

−∞≤ ≤∞

−∞≤ ≤∞

  
1L:  ( ) ( )

1
locf x L∈ ℝאינטגרבילית בכל קטע סופי(יא אינטגרבילית מקומית  האם(  

( ) ( )
1

f x L∈ ℝ 1 אםf <  אשר כ∞

( ) lim ( )1
1

b
f f f x dx f x dxL a a

b

∞
= = =∫ ∫

→ −∞−∞
→ ∞

                                                 

) אם :רימן לבג )
1

f L∈ ℝ,אז ( )F σפונקציה חסומה ב ℝ בכל (ורציפהσ ∈ℝ .(

:בפרט
1

( ) ,12
F fσ σ

π
≤ ∀ ∈ℝ

 

lim: ומתקיים ( ) 0, ( )
1

F f Lσ
σ

= ∀ ∈
→ ∞

ℝ  

אם :משפט ארצלה

 

{ }( )
1

x
n n

ϕ
∞

=
]המוגדרות ב  , ]a b ,b a− < ∞  

והסדרה מתכנסת ל, )במובן של רימן( אינטגרביליות 
 

( )xϕכלשהי  ,[ , ]x a b∈ כמעט בכל 

]הקטע  , ]a b.( )xϕוקיימת ,  אינטגרבילית( )F x אינטגרבילית [ , ]x a b∈ , כך

)ש ) ( )x F x
n

ϕ ≤,1, [ , ]n x a b∀ ≥ :אזי∋

lim ( ) lim ( ) ( )
b b b

x dx x dx x dx
n nn na a a

ϕ ϕ ϕ= =∫ ∫ ∫
→ ∞ →∞

) :למת רימן  )g tמוגדרת ב[ , ]a b ,b a− < ) ו∞ )( , )
1

b
g g t dtL a b

a
= < ∞∫  

lim:אז ( )sin 0, lim ( )cos 0 
b b

g t pt dt g t pt dt
p pa a

= =∫ ∫
→ ∞ →∞

  

  :מסקנה

 

lim ( )sin 0, lim ( )cos 0

lim ( )sin 0 , lim ( )cos 0

a a
f t ptdt f t ptdt

p p

f t ptdt f t ptdt
p pa a

= =∫ ∫
→ ∞ →∞−∞ −∞

∞ ∞
= =∫ ∫

→ ∞ → ∞

               
) אם :מסקנה ) ( )

1
f t L∈ ℝו 

1
( ) ( ) ,  

1 2
i tF f t e dtσσ σ

π

∞ −= ∈∫
−∞

ℝ  

) אז )
1

F σ מתכנס בהחלט ו 
1

( ) ,   ( )1 2 1
F f Lσ σ

π
≤ ∀ ∈ℝ

ℝ
) וגם  )

1
F σ  

σ רציפה בכל נקודה ∈ℝ וגם lim ( ) 0,   ( )
1 1

F f Lσ
σ

= ∀ ∈
→ ∞

ℝ

  
) אם :מסקנה )

1
f L∈ ℝו 

1
( ) ( )cos ,

1 2
f t tdtσ σ σ

π

∞
Φ = ∈∫

−∞
ℝ  

)אז  )
1
σΦ בהחלט לכל תמתכנסו,יפה רצ σ ∈ℝ וגם 

1
( ) ( )1 2 1

f Lσ
π

Φ ≤
ℝ

  

σלכל  ( ∈ℝ ( ומתקייםlim ( ) 0, ( )
1 1

f Lσ
σ

Φ = ∀ ∈
→ ∞

ℝ) גם עבור סינוס(   

  

) אם :שאריות )f z  מוגדרת בעיגול ,   ,   0z a aρ ρ− < ≠ ∞ הצגה  וניתנת ל<

):כטור ) ( )
0

nf z c z a
n

n

∞
= −∑

=
z  בנקודהרגולריתאז היא .  שמתכנס בעיגול a= .

  אם היא לא רגולרית בנקודה אז  .  אם היא רגולרית בכל נקודהרגולריתפונקציה 

z.נקודה מבודדתה a= ≠ ) הינה קוטב של הפונקציה  ∞ )f z 1 אם ורק אם קייםm ≥ 

limכך ש  ) שלם( ( ) ( ) 0mz a f z A
z a

− = ≠
→

z. סדר הקוטב נקרא mהמספר .   a= 

1mקוטב מסדר  ≥ ⇔ 0ρ∃ 0 כך שבטבעת < z a ρ< − ) עבור > )f z  קיים

: לורןפיתוח 

( ) ( )
( )1 1( ) ...

1 0

c c c mm mf z c z a
mm m z az a z a m

∞− − + −= + + + + −∑
− −− − =

  

0cכאשר 
m

≠
−

המקדם .
1

c
−

Re: שארית בפיתוח הוא ה ( )
1

def
s f z c

z a
=

−=
.  

) אם :נורמות ) ( ), ( ) ( )
2 1

f x L R g x L R∈ אז  ∋

1

22: ( ) ,   : ( )1 2g g t dt f f t dt
∞ ∞ 

 = =∫ ∫ 
−∞ −∞ 

  

 
 התמרות פורייה שימושיות:

 

( )f̂ σ  ( )f x  # 

2 sinσ
π σ

 ( )
( )
( )

1 1,1

0 1,1

x
f x

x

∈ −
= 

∉ −
 

1 

1

2

i b i ae e

i

σ σ

σπ

−

 

( )
( )
( ) ( )

1 ,

0 ,

x a b
f x a b

x a b

∈
= <

∉
 

2 

( )2 2

2 a

aπ σ+
 

( )0

a xe

a

−

>
 

3 

2

ae

a

σπ −

 
( )2 2

1
0a

x a
>

+
 

4 

1 1

12 i σπ
⋅
− ⋅

 0

0 0

xe x

x

− ≥


≤
 

5 

2

4

2

ae

a

σ
−

 ( )

2

0

axe

a

−

>
 

 

6 

) אם :פונקציות אקוויוולנטיות ) ( ) 0f x g x− =  

} :פונדמנטלית }( ) ( )
1

f x L R
n pn

∞
∈

=
 )פונדמנטלית(מתכנסת לעצמה  

limאם  ( ) ( ) 0
,

f x f x
m n pn m

− =
→ ∞

 

:פלנשראל
1

( ) ( )  , , ( )
22

i xNF f x e dx R f L RNN
σσ σ

π
= ∈ ∈∫−  

( ) ( ), 1
2

F L R N
N

σ ∈ ∀ }בנוסף , ≤ }( )
1

F
N N

σ
∞

=
סדרת (מנטלית  פונד

)-ב) קושי )
2

L R ,ולכן קיים גבול הממוצע הריבועי :

( ) . . . ( ) , ( )
2

F l i m F f L R
NN

σ σ= ∀ ∈
→ ∞

:  כאשר

( )  , ( )
2 2 2

F f f L Rσ = ∀   )שיוויון פרסיבל(  ∋

( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx F G dσ σ σ
∞ ∞

−∞ −∞
= ⋅∫ ∫

   

 
) :)קונבולוציה (כריכה ) ( ) ( ) ( ) ,f g x f t g x t dt x R

∞

−∞

∗ = − ∈∫  

):התמרה של כריכה )� � �( ) 2 ( ) ( )f g f gσ π σ σ∗ = 

)    :2פרדהולם מסדר  ) ( ) ( ) ( )
b

x f x K x t t dt
a

ϕ λ ϕ= + −∫  

)יהיו  :פתרון ), ( ) ( )
2 1

f L R K t L R∈ ∈ 

:�ו 1 2 ( ) 0Kσ λ π σ∀ − ≠ 

)אז יש פתרון יחיד  )xϕב ( )
2

L R ,ɵ
�

�

( )
( )

1 2 ( )

f

K

σ
ϕ σ

λ π σ
=

−
 לכן לפי 

נוסחת ההפיכה  
�

�

1 ( )
( ) . .

2 1 2 ( )

i xf e
x V P d

K

σσ
ϕ σ

π λ π σ

−∞
= ∫

−−∞
 

  :התמרת פורייה

) -ב )
1

L ℝ       :
1

( ) ( )
2

i xF f x e dxσσ
π

∞

−∞

= ⋅∫  

) -ב )
2

L ℝ:       1
( ) . ( )

2
i xF V P f x e dxσσ

π

∞

−∞

= ⋅∫  

  

z אם :משפט a= - 1 קוטב מסדרm ) של ≤ )f z .

:אזי
11

Re ( ) lim ( ) ( )  
1 1( 1)!

md mc s f z z a f z
mm z az a dz

−
 = = − − −  − →=

 

  

אם 
( )

( )
( )

z
f z

z

ϕ
ψ

)-ו = ), ( )z zϕ ψ ב רגולריותz a= ,ומתקיים:
 

( ) 0, ( ) 0, ( ) 0a a aϕ ψ ψ ′≠ = אז  ,≠
( )

Re ( )
1 ( )

a
c s f z

az a

ϕ
ψ

= =
− ′=
   

) :משפט )f zב - Im 0z ) אם. ≤ )f z רגולרית ב Im 0z  לא כולל ≤

,מספר סופי של קטבים  ,...,
1 2

z z z
n

Im וגם  0   1..z k n
k
> וגם פונקציה =

( )f z רציפה בתחום Im 0z ≥ ,
0

z R≥וגם ( ) 0M R R עבור → →∞ ,

0αכאשר >
Re ,0

( ) max ( )
iz

M R f z
ϕ ϕ π= ≤ ≤

Im: ( קייםV.P אז  = 0z   :) זה עם מינוס≥

( ). . ( ) 2 Re ( )
1

ni x i zV P f x e dx i s f z e
z zk k

α απ
∞

= ∑∫
==−∞

 

) אם :משפט )f z רגולרית בIm 0z  חוץ ממספר סופי של ≤

 

קטבים 

, ,...,
1 2

z z z
n

Imכאשר ,  0   1..z k n
k
> R ,0<  וגם .= 00δ∃ - ו<

(0, )M ∈ )- כך ש∞ )
1
M

f z
z

δ
≤

+
,  אם   Im z 00z R≥  :אזי.≤

)Im 0z .     ):   זה עם מינוס≥ . ( ) 2 Re ( )
1

n
V P f x dx i s f z

z zk k
π

∞
= ∑∫

==−∞
 

 
) :הולדר )f x  ב מוגדרת( , )a b ,a b−∞ ≤ < ≤ )מקיימת ב ∞ , )x a b∈ 

[0,1) מסדר תנאי הולדראת 
1

α limאם, מימין ∋ ( ) : ( 0)
0

f x t f x
t

∃ + = +
→ +

 

,0)וגם אם  )
1

M∃ ∈ 0tכל ל כך ש∞ : מספיק קטן<

 1( ) ( 0)
1

f x t f x M t
α

+ − +    )x-t זה עם משמאל (≥

 על מנת לקיים את תנאי הולדר' משמאל בנקאו  תהיה בעלת נגזרות מימין f-מספיק ש(
  ).מימין או משמאל בהתאמה

 

)אם  :נוסחת פורייה ) ( )
1

f x L R∈בכל למקוטעין ה חלקוהיא R , אז

x R∀ ∈:
( 0) ( 0) 1

lim ( )
2 2

f x f x ixe F d
λ σ σ σ

πλ λ

+ + − −= ∫
→ ∞ −

 

) :אינטגרל פורייה בצורה הממשית )
1

f L R∈יימת את תנאי מק

[0,1)הולדר מימין  מסדר 
1

α [0,1)מאל מסדר ומש∋
2

α . xבנקודה הנתונה  ∋

  :אז

( 0) ( 0) 1
( )cos ( )

2 0

f x f x
f t t x dt dσ σ

π

∞ ∞ + + −
 = −∫ ∫
 −∞ 

  

  :פיתוחים שימושיים
 

  :תכונות התמרת פורייה

[ ]( ) ( ) ( )i af t a e Fωω ωℑ − =  1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f t f t F Fα β α ω β ω+ → +  

[ ] 1
( ) ( )

i b

af at b e F
a a

ω ω
ω

⋅ ⋅
−  ℑ + =  

 
[ ] 1

( ) ( )f at F
a a

ω
ω  ℑ =  

 
  

( ) ( )( ) ( ) ( )
nnf t i Fω ω ω ℑ = −   ( )0

0( ) ( )i te f t Fω ω ω ω ℑ = +   

( ) ( )( )( ) ( )
n nit f t Fω ω ℑ =   [ ] ( )

( )
n

n n

n

d F
x f i

d

ω
ω

 ℑ =   

[ ] ( )f f t ℑ ℑ = −   ( )1 2 1 2* ( ) 2 ( ) ( )f f t F Fπ ω ωℑ = ⋅ ⋅  

[ ] ( ) ( )
( )cos( ) ( )

2

F a F a
f t at

ω ω
ω

− + +
ℑ =

[ ] ( ) ( )
( )sin( ) ( )

2

F a F a
f t at

i

ω ω
ω

+ − −
ℑ =  

  

( )1
( ) ( )

| |

c
i b

i b x a
b

e f ax c e F
a a

σ σ− + +
⋅ + →  

( ) ( )1
( ) cos

2 | |

c c
i b i b

a ab b
f ax c bx e F e F

a a a

σ σσ σ− + − − + −   + ⋅ → +    
    

 

 
( ) ( )1

( ) sin
2 | |

c c
i b i b

a ab b
f ax c bx e F e F

a i a a

σ σσ σ− + − − + −   + ⋅ → −    
    

  

   ( ) ( )f x F σ→ −        ( ) ( )f x F σ− → −   

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )f x f x F F f x f x F Fσ σ σ σ= ⇒ = − = − ⇒ = −  

): התמרה הפוכה  ) ( )f x F σ→ 

( 0) ( 0) 1
( )lim2 2

i xf x f x
F e d

λ
σ

λ λ

σ σ
π

−

→∞ −

+ + −
= ∫  

 

) :השלמה זוגית ואי זוגית )
1

f L R∈ בכל חלקה למקוטעין R, 

 :זוגית  fאם 

( 0) ( 0) 2
( )cos cos ,

2 0 0

f x f x
f t tdt xd x Rσ σ σ

π

∞ ∞ + + −
 = ∈∫ ∫
  

 

: זוגיתאי 

( 0) ( 0) 2
( )sin sin ,

2 0 0

f x f x
f t tdt xd x Rσ σ σ

π

∞ ∞ + + −
 = ∈∫ ∫
  

  

 
: קוסינוס התמרת פורייה

0

2ˆ ( ) ( )cos( )cf f t t dtσ σ
π

∞

= ∫  

:סינוס התמרת פורייה
0

2ˆ ( ) ( )sin( )sf f t t dtσ σ
π

∞

= ∫  

  : רציפה מתקייםfאם 

0

0

2ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( )cos

2ˆ ˆ ˆ( ) ( ( )) ( )sin

c c c

s s s

f x f f f xd

f x f f f xd

σ σ σ σ
π

σ σ σ σ
π

∞

∞

= =

= =

∫

∫

 

2L: ( )f xממשי עם ארגומנט מרוכבת/ממשית( , )x R∈ = −∞ ∞ .

( ) ( )
2

f x L R∈ היא אינטגרבילית בכל אם [ , ]a b 

,  b a− < גםו∞
2 2 2( )( )
2

def def
f f f x dxL R

∞
= = ∫

−∞
 . מתכנס

| |
2 2

0

| |
2 2

0
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0

1 1
cos 0
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a x

a
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e d a

a

e x d a
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σ

σ
σ

π σ

σ σ

∞
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∞
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= ≠
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   :עקרון הסופרפוזיציה

)י הסכום "נחפש פתרון לבעיה ע ) ( ) ( )y t x t z t=  כאשר +

( ), ( )x t z tהם פתרונות לבעיות הקושי הבאות :  

0 1 2

0 00 0

( ) ( ) ( ) 0, 0

lim ( ) , lim ( )
t t

a x t a x t a x t t

x t y x t y
→+ →+

′′ ′+ + = >
 ′ ′= =

 

  
0 1 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ), 0

lim ( ) 0, lim ( ) 0
t t

a z t a z t a z t f t t

z t z t
→+ →+

′′ ′+ + = >
 ′= =

   

  :משוואה אינטגרלית של וולטרה מסוג כריכה

�
�

0

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) , ( ) 1

1 ( )

x

x f x K x t t dt

F p
x p K p

K p

ϕ ϕ

ϕ

= + − ⋅

→ Φ = ≠
−

∫
  

עוברים , מביעים את המשוואות באמצעות כריכות, עבור מערכת של משוואות
  . ופותרים לפי כלל קרמר, לתמונות

  :כלל קרמר לפתירת מספר משוואות

נתון אם 
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b

a x a x b

+ =


+ =
אז 

11 12

21 22

a a

a a
∆   ומתקיים=

1 12 11 1

2 22 21 2

1 2,

b a a b

b a a b
x x= =

∆ ∆
 

  :פתרון הבעיה ההומוגנית
  : כך שx(t)מציאת המקור 

 0 0 0 0 1 0

2

0 1 2

( ) ( )
a y p a y a y

x t X p
a p a p a

′⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
→ =

+ +
 

  :פתרון הבעיה הלא הומוגנית
) קל למצוא את התמונה של המקור בהם במקרים :Iשיטה  )f t:  

  : כך שz(t)מציאת המקור 

2

0 1 0

( )
( ) ( )

F p
z t Z p

a p a p a
→ =

+ +
 

)  למצוא את התמונה של המקור כאשר קשה:IIשיטה  )f t:  

1

0

( ) ( ) ( )
t

z t f z t dξ ξ ξ= 1:כאשר, ∫′− 1 2

0 1 2

1 1
( ) ( )z t Z p

a p a p a p
→ =

+ +
  

  :0- תנאי התחלה לא ב

  :x - לt -מבצעים החלפת משתנים מ, 0-ולא ב0x-אם תנאי ההתחלה הם ב

0t x x= + 

  :פישוט לפתרון בעיית קושי

  :נתונה בעיית קושי הבאה

0 1 2

0 00 0

( ) ( ) ( ) ( ) , 0

lim ( ) , lim ( )
t t

a y t a y t a y t f t t

y t y y t y
→+ →+

′′ ′+ + = >
 ′ ′= =

  

  :y(t)- כ לחזור ל" ואחz(t)מספיק לפתור את הבעיה הבאה עבור 

0 1 2 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) , 0

lim ( ) 0, lim ( ) 0
t t

a z t a z t a z t f t t

z t z t
→+ →+

′′ ′+ + = >
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):כאשר מציבים ) ( )y t z t At B= + (0)-כך ש+ (0) 0z z′=   :לכן מתקיים. =

0 0( ) ( )y t z t y y t′= + + ⋅    1 2 0 2 0 1 0( ) ( )f t f t a y t a y a y′ ′= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅  
 מכיוון z(t)ך לפתור את הבעיה ההומוגנית עבור ורבשימוש בשיטה זו אין צ

  .0שפתרונה הוא 

  :ר"פתרון מערכות מד
  :נתונה המערכת הבאה
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)1כאשר )f t2- ו ( )f tהן פונקציות מקור רציפות  .  

 :Iשיטה 
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∆
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1פתרון במקרה שקשה למצוא את  :IIשיטה  2( ), ( )F p F p:  

1מוצאים פונקציות  2 1 2, , ,α α β βכך שהן פתרונות למערכות הבאות :  

2 11 2 12 2
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 ′ + + =
 = =

 
1 11 1 12 1

1 21 1 22 1

1 1

( ) ( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 0
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  .)י השיטה הקודמת"פותרים ע(
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 )מסמן פעולת כריכה(* 

ר ליניארית עם מקדמים "רון בעיית קושי למדפת
   :קבועים בעזרת התמרת לפלס

  :נתונה בעיית קושי הבאה
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)כאשר  )f tמקור ו 
0 1 2, ,a a aקבועים וממשיים  .  

)אם  )f tיים פתרון יחיד והוא מקוריה קאז לבע,  מקור רציפה.  
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  :לפלסתכונות התמרת 
  

( )
0

( )

Re( )

are f r L p a

p a s

− → +

+ >

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f t f t L p L pα β α β+ → +  
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    :ת ערך שפהבעיי

:נתונה 
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x x

y x q x y x f x

y x y x
→∞ →∞
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  :תכונות משוואה פתירה
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   :כריכה

) - וf(t)ו יהי )tϕאזי הקונבולוציה שלהם , מקורות( * )( )f tϕגם כן פונקציית מקור ,
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f t f t dϕ ξ ϕ ξ ξ= −∫.  

  .והפעולה קומוטטיבית, הכריכה היא פוקציה רציפה

0

0

1
( ) ( )

2
t x qy x f t e dt

q

∞
− −

−∞
= ∫



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

  :)ארצלה( 4.1משפט 

)תהי נתונה פונקציה  , )f x y על הישר [ , ],  [ , ]    ( , )y c d x a b x y∈    כאשר ∋

,  d c b a− <∞ −   :אם מתקיימים התנאים הבאים .∞>

)הפונקציה  .1 , )f x y אינטגרבילית לפי xב [ , ]a b עבור כל [ , ]y c d∈ 

)הפונקציה  .2 , )f x y אינטגרבילית לפי y ב[ , ]c d עבור כל [ , ]x a b∈ 

3. 

,
sup ( , )
x y

f x y L≤ <∞
)הפונקציה  ( , )f x y חסומה בהחלט במישור   

[ , ] [ , ]a b c d×.( 

  :מחוזרריםאז קיימים שני האינטגרלים ה

 
( , ) ,   ( , )

b dd b

a cc a

f x y dx dy f x y dy dx
   
∫ ∫∫ ∫   

   

   

  .והם שווים אחד לשני 
  

  : נשתמש בהמשך בסימון הבא

{ }( ) ( , ):  [ , ),  [ , ],  x y x a y c d d cΠ ∞ = ∈ ∞ ∈ − <∞ 

  :4.3משפט 

]מתכנס במידה שווה ב) 4.1(אינטגרל  , ]y c d∈ ⇔ 
0 0

( )  0A A ε ε∃ = ∀ >  

2 : כך ש

2 1 0
[ , ] 1

sup ( , )     ( )
A

y c d A
f x y dx A A Aε ε

∈
≤ ∀ ≥ ≥∫

  

  
  :)קריטריון ויירשטראס( 4.4משפט 

)אם הפונקציה  , )f x y  

}מוגדרת ב .1 }( ) ( , ):  ,  [ , ]x y x a y c dΠ ∞ = ≥ ∈ 

2. 
1

( , ) ( , )   [ , ]locf x y L a y c d∈ ∞ ∀ ∈ 

3. 
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sup ( , ) ( ),  [ , )

y c d
f x y g x x a

∈
≤ ∈ ∞

 

4. 
1

( ) ( , )g x L a∈ ∞ 

) אז האינטגרל ) ( , )J y f x y dx
a

∞
] ב  מתכנס במידה שווה=∫ , ]y c d∈.  

  

  :)דריכלה-אבל (4.5משפט 

)אם הפונקציה  , )f x y  

}מוגדרת ב .1 }( ) ( , ):  ,  [ , ]x y x a y c dΠ ∞ = ≥ ∈ 

2. 
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( , ) ( , )   [ , ]locf x y L a y c d∈ ∞ ∀ ∈ 

3. 
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)הפונקציה  .4 )g xעבור 0 מונוטונית ומתכנסת ל x→+∞ 

אז האינטגרל 
( ) ( , ) ( )

a

J y f x y g x dx
∞

= ⋅∫
 מתכנס במידה שווה 

]ב , ]y c d∈.  

  עיקרון דריכלה
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( ) ( )f x g x dx
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∫

 . מתכנס

  :4.7משפט 

)אם הפונקציה  , )f x y  

}מוגדרת ב .1 }( ) ( , ):  ,  yx y x a cΠ ∞ = ≥ ≥ 

)רציפה ב .2 )Π  . כפונקציה של שני משתנים∞
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 מתכנסים במידה 
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  :4.6משפט 

)תהי הפונקציה  , )f x y ,אם מתקיים:  

1. ( , )f x yמוגדרת ב { }( ) ( , ):  ,  [ , ]x y x a y c dΠ ∞ = ≥ ∈ 
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∞
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 מתכנס במידה שווה 

]ב , ]y c d∈ 
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  :נוסחת דיריכלה
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∞
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    אינטגרל לא אמיתי :4.2הגדרה 
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