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 :נבדוק את אקסיומות החבורה
 סגירות
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5 , 7

Z ZQ
Z Z

 Bת נובע שהסגירות מתקיימת בכפל בתוך הקבוצו,  עבור כפל וחיבור

)( 2 ) , ( )su tv B sv tu B+ ∈ +  .אך אנחנו לא יודעים אם לא מתקבל איבר האפס, ) ∋

)נבדוק מה קורה כאשר  2 ) ( ) 0su tv sv tu+ = + נזכור שקבוצות הבסיס עם פעולת הכפל הן  (=

 )תוניתן להחליף סדר במכפלו, ולכן לכל איבר יש הופכי, חבורות קומוטטיביות
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0uכאשר ( 0v אז = 0אחרת האיבר הראשון היה ≠ A∉ , לכן כדי ששני השיויונות
,0יתקיימו 0s t= 0וזה גם לא יכול להתקיים אחרת האיבר השני היה = A∉( 

2מכאן קיבלנו את השיוויון  2( 2) ( 1)v u− = −. 

 2 -מכיוון שאנחנו יודעים ש. רציונלי-הוא רציונלי או אי2- השיויון הזה שקול לשאלה האםQ-ב

u,רציונלי השיויון לא מתקיים לאף -הוא אי v ,והפעולה סגורה ב, ולכן לא נוכל לקבל את איבר האפס-
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 .B-והפעולה סגורה ב, ולכן לא נוכל לקבל את איבר האפס
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  אינה סגורה ולכן אינה חבורה
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-מכיון שהחבורות המקוריות הן קומוטטיביות מכפלות ה
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t,
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sמתחלפות והביטויים שקיבלנו זהים . 
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 :איבר יחידה

1איבר היחידה הוא  0 x+ ⋅: 
( )(1 0 )s tx x s tx+ + ⋅ = + ,(1 0 )( )x s tx s tx+ ⋅ + = +. 

 :איבר הופכי
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נמצא בחבורה " הפכנו"האיבר שאותו , 

 .ומצאנו את צורתו,  קיים איבר הופכיA-ולכן לכל איבר ב. המקורית לכן קיים לו הופכי
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בגלל הקומוטטיביות של . ( הקבוצות שהגדרנו עם פעולת הכפל הינן חבורות

 ).החבורות המקוריות גם החבורות החדשות הינן קומוטטיביות
 
 ,GL3(R) -למרות שידוע שיש הופכי ב: בקשר לקיום הופכי(אקסיומות בדיקת ה) א. . 3
כדי : שימו לב. החבורה אינה אבלית). G -צריך עדיין להראות שהוא איבר ב) 0 ≠הדטרמיננטה  (

 ולא – יש צורך לבדוק תכונות אלה על איברים מהחבורה עצמה –או קומוטטיביות /להראות סגירות ו
 . אינו קומוטטיביGL3(R) - באיבר אחר מG -יבר משכפל של א, למשל, להראות

 
 
 .בדיקת האקסיומות. 4
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 :סגירות

") אינסוף" ופעולה עם ה0-חילוק ב(לכן הפעולות הנוספות שהגדרנו , ות של הפעולותישנה סגירR* -ב
 .A -משלימים את הסגירות של הכפל ב

: לפני שנבדוק האם הקבוצה עם הפעולה היא חבורה נראה שהפעולה קומוטטיבית
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 הינן קומוטטיביות לכן R-פעולות החיבור והכפל ב
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 נותר לבדוק אסוציטיביות עבור הפעולות שהגדרנו עם אינסוף
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 אסוציטיבית בכל מקום בו ∞מהאסוציטיביות הזאת ובעזרת הקומוטטיביות ניתן להראות שהפעולה עם 
:  הוא הביטוי הראשון∞ לדוגמא כאשר ∞-ה
:( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b b a b a b a a b∞∗ ∗ = ∞∗ ∗ = ∗ ∗∞ = ∗ ∞∗ = ∞∗ ∗ 

 . לעשות כאשר הוא הביטוי השניובצורה דומה ניתן
 .לכן הפעולה אסוציאטיבית
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 .ונזכיר כי בכל חבורה אם איבר היחידה קיים אז הוא יחיד
 :איבר הופכי
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} ולכן החבורה אקסיומות 4 כל מתקיימות }R  .חבורה היא שהגדרנו הפעולה עם∪∞

 
 
 .העתקת הזהות היא איבר היחידה:  יחידהאיבר.  קל–' סגירות ואסוצ) א. 6
אם היה לו הפיך משמאל ( הפיך מימין אך לא משמאל Dלכן . UD ≠ id אבל DU = id -שימו לב ש) ב

אבל אז . Hom(V) חבורת האיברים ההפיכים של  היאU(Hom(V)),  וכזכורD∈U(Hom(V))אז 
ולכן ההופכי )  מתקיים יחידות ההופכיכי בחבורה (D היה שווה להופכי הימני של Dההופכי השמאלי של 

 . הפיך משמאל אך לא מימיןU, באותו אופן). אך אין זה כך, U-השמאלי היה חייב להיות שווה ל
 


