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 1משוואות מסדר  𝒏משפט קיום ויחידות עבור מערכת של 

 סימונים:

�⃗�(𝑥) = (𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥),⋯ , 𝑦𝑛(𝑥)) 

�⃗�′(𝑥) = (𝑦1
′(𝑥), 𝑦2

′(𝑥),⋯ , 𝑦𝑛
′(𝑥)) 

 אזי:

�⃗�′(𝑥) = 𝑓(𝑥, �⃗�) = (𝑓1(𝑥, �⃗�), 𝑓2(𝑥, �⃗�),⋯ , 𝑓𝑛(𝑥, �⃗�) 

 מערכת משוואות, כלומר:

𝑦1
′(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 𝑦!, ⋯ , 𝑦𝑛) 

𝑦2
′(𝑥) = 𝑓2(𝑥, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) 

⋮ 

𝑦𝑛
′ (𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) 

 בעיית קושי היא מערכת כזו עם קביעת תנאי התחלה:

𝑦1(𝑥0) = 𝑐1 

𝑦2(𝑥0) = 𝑐2 

⋮ 

𝑦𝑛(𝑥0) = 𝑐𝑛 

 משפט

,𝑓1אם  ⋯ , 𝑓𝑛  רציפות בכל התחום{|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝛼, |𝑦𝑖 − 𝑐𝑖| ≤ 𝛽𝑖} מתקיים תנאי ליפשיץ 

 , כלומר:𝑥בכל  𝑓𝑖עבור כל  �⃗� -ב 

|𝑓𝑖(𝑥), �⃗�1) − 𝑓𝑖(𝑥, �⃗�2)| ≤ 𝐿 ⋅ ||�⃗�1 − �⃗�2||ℝ𝑛 

 

 אזי קיים פתרון למערכת, הפתרון יחיד והוא בתחום: 

|𝑥 − 𝑥0| ≤ min{𝛼,
𝛽1

sup|𝑓1|
,⋯ ,

𝛽𝑛
sup|𝑓𝑛|

} 
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 הערה

 𝑛משוואה מסדר 

𝑦(𝑛)(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, ⋯ , 𝑦(𝑛−1)) 

 משוואות מסדר ראשון: 𝑛שקולה למערכת 

𝑦𝑛
′ (𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, ⋯ 𝑦𝑛) 

𝑦1
′ = 𝑦2 

⋮ 

𝑦𝑛−1
′ = 𝑦𝑛 

 הערה

 לינאריותמעכשיו, כל המערכות 

 

 )אנלוגי למשפט אבל(  Liouville Ostrogradski –אוסטרוגרדסקי  –משפט ליוביל  -

 

 הומוגנית באמצעות פתרון כללי הומוגני( –וריאציית מקדמים ) פתרון מערכת אי -

 

, למערכת אי הומוגנית )מרחב מימדי( 𝑛תיאור קבוצת פתרונות למערכת הומוגנית )מרחב וקטורי -

 פתרון פרטי(וקטורי + 

 

 משפט

�⃗�′(𝑥) ⟺מערכת לינארית היא הומוגנית  = 𝐴(𝑥)�⃗�(𝑥) ⟺ :הווקטור הבא פותר את המערכת 

{

𝑦1(𝑥) ≡ 0

𝑦2(𝑥) ≡ 0
⋮

𝑦𝑛(𝑥) ≡ 0

 

 הומוגנית -מערכת אי 

𝑦′(𝑥) = 𝐴(𝑥)�⃗�(𝑥) + �⃗⃗�(𝑥) 

 בלבד. 𝑥 –ווקטור של פונקציות ב  �⃗⃗�(𝑥)כאשר 

{
𝑦1
′(𝑥) = 𝑎11(𝑥)𝑦1 + 𝑎12(𝑥)𝑦2
𝑦2
′(𝑥) = 𝑎21(𝑥)𝑦1 + 𝑎22(𝑥)𝑦2

= (
𝑎11(𝑥) 𝑎12(𝑥)

𝑎21(𝑥) 𝑎22(𝑥)
) (
𝑦1
𝑦2
) 
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 הערה

 ברור שקבוצת הפתרונות למערכת לינארית הומוגנית מהווה מרחב וקטורי.

�⃗�′ = 𝐴(𝑥)�⃗� 

𝑧′ = 𝐴(𝑥)𝑧 

(�⃗� + 𝑧)′ = 𝐴(𝑥)(�⃗� + 𝑧) 

𝛼�⃗�′ = 𝐴(𝑥) ⋅ 𝛼 ⋅ �⃗� 

 ם קבוצת תנאי ההתחלהעמימדי כי משפט קיום ויחידות נותן איזומורפיזם  𝑛המרחב הוא 

 .ℝ𝑛שהיא 

פתרונות למערכת אי הומוגנית פותר את המשוואה ההומוגנית, ולכן פתרון  2כמו כן, הפרש בין  

 כללי הוא:

�⃗� = �⃗�ℎ⏟
פתרון כללי

למערכת הומוגנית

+ �⃗�𝑝⏟
פתרון פרטי למערכת

האי הומוגנית

 

 :𝑥0משוואות מסדר ראשון ביחס לנקודה  𝑛פתרון יסודי למערכת 

𝑌 = (�⃗�1 �⃗�2 ⋯ �⃗�𝑛) = (

(𝑦1)1 (𝑦2)1 ⋯ (𝑦𝑛)1
(𝑦1)2 (𝑦2)2 ⋯ (𝑦𝑛)2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(𝑦1)𝑛 (𝑦2)𝑛 ⋯ (𝑦𝑛)𝑛

) 

 כאשר:

�⃗�1(𝑥0) = 𝑒1 = (

1
0
⋮
0

) 

⋮ 

�⃗�𝑛(𝑥0) = 𝑒𝑛 = (

0
⋮
0
1

) 

𝑌(𝑥0)או במילים אחרות,  = 𝐼 לכל מטריצה הפיכה קבועה .𝐶  ניתן להשתמש גם במטריצה

𝑌(𝑥) ⋅ 𝐶  אבל לרוב נוח יותר להשתמש ב– 𝑌. 

𝑦𝑛הפתרון היסודי הוא האנלוג שלנו לוורונסקיאן )כאשר  = 𝑦
(𝑛−1)  מקבלים את הוורונסקיאן

 המוכר(.
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 (𝐋𝐢𝐨𝐮𝐯𝐢𝐥𝐥𝐞 𝐎𝐬𝐭𝐫𝐨𝐠𝐫𝐚𝐝𝐬𝐤𝐢משפט )

Δ(𝑥):= det 𝑌(𝑥) 

 :𝑛הוא פתרון ]יסודי[ על מערכת לינארית הומוגנית מסדר  𝑌כאשר 

�⃗�′ = 𝐴(𝑥) ⋅ �⃗� 

 אזי:

𝑑Δ(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑇𝑟 (𝐴(𝑥)) ⋅ 𝐷(𝑥) 

 ולכן:

Δ(𝑥) = Δ(𝑥0) ⋅ 𝑒
∫ 𝑇𝑟(𝐴(𝑥))⋅𝑑𝑥
𝑥
𝑥0  

 הערה

𝑦′′ = 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 

 אם נסמן:

𝑦1 = 𝑦, 𝑦2 = 𝑦
′ 

𝑦1
′ = 0 ⋅ 𝑦1 + 𝑦2 

𝑦2
′ = 𝑞(𝑥)𝑦1 + 𝑝(𝑥)𝑦2 

�⃗�′ = (
0 1
𝑞(𝑥) 𝑝(𝑥)=𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒

) (
𝑦1
𝑦2
) 

 :𝐋𝐢𝐨𝐮𝐯𝐢𝐥𝐥𝐞 𝐎𝐬𝐭𝐫𝐨𝐠𝐫𝐚𝐝𝐬𝐤𝐢הוכחת 

 העתק של הוכחת משפט אבל:

Δ′(𝑥) = |

(𝑦1)1
′ (𝑦2)1

′ ⋯ (𝑦𝑛)1
′

(𝑦1)2 (𝑦2)2 ⋯ (𝑦𝑛)2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

(𝑦1)𝑛 ⋯ ⋯ (𝑦𝑛)𝑛

|

⏞                  
𝑎11(𝑥)⋅Δ(𝑥)

+⋯+ |

(𝑦1)1 (𝑦2)1 ⋯ (𝑦𝑛)1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

(𝑦1)𝑛−1 (𝑦2)𝑛−1 ⋯ (y2)𝑛−1
(𝑦1)𝑛 ⋯ ⋯ (𝑦𝑛)𝑛

| = 

= 𝑎11(𝑥)(𝑦𝑖)1 + 𝑎12(𝑥)(𝑦𝑖)2 +⋯+ 𝑎1𝑛(𝑥)(𝑦𝑖)𝑛⏟                    
התרומה של אלו

מתבטלת בדטרמיננטה הראשונה
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 דוגמה

 ניקח את המערכת

(
𝑦
𝑧
)
′

= ( 1 −
1

𝑥
1 + 𝑥 −1

) (
𝑦
𝑧
) 

) הבא  ונבדוק שהזוג
𝑦
𝑧
) = (

1
𝑥
 פותר: (

𝑦(𝑥))כלומר,  ≡ 1 ,𝑧(𝑥) ≡ 𝑥) 

(
0
1
) = ( 1 −

1

𝑥
1 + 𝑥 −1

) (
1
𝑥
) 

 הערה

 נשים לב:

𝑇𝑟 ( 1 −
1

𝑥
1 + 𝑥 −1

) ≡ 0  

 מליוביל נקבל:

Δ(𝑥) = 𝐶1 

⟹ 𝐶1 = Δ(𝑥) = |
1 𝑦(𝑥)

𝑥 𝑧(𝑥)
| = 𝑧(𝑥) − 𝑥 ⋅ 𝑦(𝑥) = 𝐶1 

′𝑦 –מהמערכת רואים ש  = 𝑦 −
1

𝑥
𝑧 

⟹ 𝑦′(𝑥) = −
𝐶1
𝑥

 

⟹ 𝑦(𝑥) = −𝐶1 log 𝑥 + 𝐶2 

⟹ 𝑧(𝑥) = −𝐶1𝑥 log 𝑥 + 𝐶2𝑥 + 𝐶1 

 


