
 22.11.2016  5הרצאה   ,יוצריםחבורות ציקליות, 
 נכתב על ידי נועם יערי קוסטים, משפט לגרנז'

 

1 
 

 הגדרה

 סדר של איבר:

𝑜(𝑎) = min {𝑛|
𝑛 > 0
𝑎𝑛 = 1

} 

 למה

𝑎חבורה,  𝐺תהי  ∈ 𝐺:אזי . 

𝑜(𝑎)|𝑚 ⟺ 𝑎𝑚 = 1 

 משפט

𝑛עבור  ℤ𝑛או   ℤ –כל חבורה ציקלית איזומורפית ל  ≥ 1. 

 הגדרה

∅,  𝐺עבור חבורה  ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺  אם  תת חבורהנקראת𝐻  מ חבורה ביחס לפעולה המושרית– 𝐺 

 .(סגורה לכפל ולהופכי 𝐻)תת חבורה אם ורק אם 

 דוגמא

𝐺 = (ℤ6,  החבורות הן:. תת (+

{0}=〈0〉, {0,2,4}=〈2〉=〈4〉, {0,3}=〈3〉 

{0,1} ≰ 𝐺 

 דוגמא נוספת

𝐺𝐿𝑛(𝐹) = {𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝔽)| det(𝐴) ≠ 0} = 𝑈(𝑀𝑛(𝐹),⋅). 

 תתי חבורות:

{𝐼}

≤

{
 

 
. [

מטריצות

אלכסוניות

. [ }
 

 

≤

{
 

 
משולשות

עליוניות

אלכסון עם

אחד }
 

 

≤ {

מטריצות

משולשות

עליונות

} ≤ 𝐺𝐿𝑛(𝔽) 

 הערה

𝐺  ,חבורה∅ ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺  סופית, סגורה לכפל אז𝐻 .תת חבורה 
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 הוכחה

𝑎ניקח  ∈ 𝐻  מכיוון שכל החזקות𝑎𝑖 ∈ 𝐻 ,𝑜(𝑎) < 1 -ו  ∞ = 𝑎𝑜(𝑎) ∈ 𝐻 לפי ההנחה .𝐻 

 חבורה. 𝐻, (1הרצאה )מלפי המשפט  .(𝐺 –מונויד, עם צמצום )נורש מ 

 משימה

 ℤ𝑛למצוא את כל תת החבורות של חבורה ציקלית נתונה 

 תזכורת

𝐺  ,חבורה𝑆 ⊆ 𝐺 .קבוצה 

〈𝑠〉 = ⋂ 𝐻

𝑆⊆𝐻≤𝐺

 

 :תיאור נוסף

〈𝑠〉 = {
𝑆 מכפלות של איברי

וההפכים שלהם
} 

 טענה

𝑔חבורה. יהי  𝐺תהי  ∈ 𝐺 אז לכל .𝑚,𝑚′:מתקיים , 

〈𝑔𝑚, 𝑔𝑚
′
〉 ⊆ 〈𝑔(𝑚,𝑚

′)〉 

 הוכחה

(′𝑚,𝑚)נסמן  ≔ 𝑑 

ℤקיימים סקלרים  ∋ 𝛼, 𝛼′  כך ש- 𝑑 = 𝛼𝑚 + 𝛼′𝑚′. 

 ⊆  מספיק להוכיח 𝑔𝑚, 𝑔𝑚
′
∈ 〈𝑔𝑑〉 אבל ,𝑔𝑚 = (𝑔𝛼)

𝑚

𝛼 

 ⊇ 𝑔𝑑 = (𝑔𝑚)𝛼 ⋅ (𝑔𝑚
′
)
𝛼′

 וכנ"ל. 

 טענה

 היא ציקלית. ℤ𝑛כל תת חבורה של 

 הוכחה

𝐻תהי  ≤ ℤ𝑛 

 באינדוקציה עם מספר היוצרים.הטענה הקודמת . סיימנו לפי 𝐻נבחר קבוצת יוצרים סופית של 

 

 

 

http://math-wiki.com/images/2/21/%D7%9E%D7%91%D7%95%D7%90_%D7%9C%D7%AA%D7%95%D7%A8%D7%AA_%D7%94%D7%97%D7%91%D7%95%D7%A8%D7%95%D7%AA_%D7%94%D7%A8%D7%A6%D7%90%D7%94_1.pdf
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 טענה

הוא:  ℤ𝑛בחבורה  𝑚הסדר של 
𝑛

(𝑛,𝑚)
. 

 הוכחה

𝑛

(𝑛,𝑚)
⋅ 𝑚 = 𝑛 ⋅

𝑚

(𝑛,𝑚)
≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

𝑘אם מצד שני,  ⋅ 𝑚 ≡ אז  0
𝑛

(𝑛,𝑚)
|𝑘 ⋅

𝑚

(𝑛,𝑚)
← 𝑛| 𝑘𝑚  אבל(

𝑛

(𝑛,𝑚)
,
𝑚

(𝑛,𝑚)
) = 1. 

לכן, לפי הלמה היסודית: 
𝑛

(𝑛,𝑚)
|𝑘. 

 כלומר:

𝑜(𝑚) =
𝑛

(𝑛,𝑚)
 

 משפט

|〈𝑑〉|לפי הטענה האחרונה,  .𝑑|𝑛כאשר  〈𝑑〉הן החבורות  ℤ𝑛תת החבורות של  =
𝑛

𝑑
. 

 הוכחה

𝐻תהי  ≤ 𝐺 = ℤ𝑛 הוכחנו ש .– 𝐻  ציקלית, כלומר𝐻 = 〈𝑚〉  כאשר𝑚 ∈ ℤ. 

 אבל:

〈𝑚〉 = 〈𝑚, 𝑛〉 = 〈(𝑚, 𝑛)〉 

 דוגמא

 :ℤ40עבור 

〈15〉 = 〈15,40〉 = 〈5〉 

 סיכום

 .𝑛יש תת חבורה יחידה מכל סדר המחלק את  𝑛לחבורה ציקלית מסדר 

 הערה

 .𝜎0(𝑛) -מסמנים ב  𝑛את מספר המחלקים של 

 הגדרה

 .𝐻עם תת חבורה  𝐺נתונה חבורה 

𝐻𝑎קבוצה מהצורה:  = {𝑥𝑎|𝑥 ∈ 𝐻}  נקראת קוסט שמאלי של𝐻. 
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 הערה

|𝐻𝑎| = |𝐻| 

 הוכחה

𝑓:𝐻נבנה  → 𝐻𝑎  על ידי𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎.זה איזומופיזם של קבוצות . 

 הגדרה

:𝐺] -נסמן ב  𝐻]  את מספר הקוסטים של 𝐻  ב– 𝐺. 

 טענה

 קוסטים הם זרים או שווים.

 הוכחה

𝑏נוכיח שאם  ∈ 𝐻𝑎  אז𝐻𝑏 = 𝐻𝑎 אכן, אם .𝑏 = 𝑥𝑎 , 𝑥 ∈ 𝐻, 

ℎלכל  ∈ 𝐻 ,ℎ ⋅ 𝑏 = ℎ ⋅ 𝑥𝑎 = (ℎ𝑥) ∈ 𝐻𝑎 לכל .ℎ ∈ 𝐻: 

ℎ ⋅ 𝑎 = (ℎ𝑥−1)(𝑥𝑎) = (ℎ𝑥−1)𝑏 ∈ 𝐻𝑏 

𝑐כעת, נניח  ∈ 𝐻𝑎 ∩ 𝐻𝑏  אז𝐻𝑎 = 𝐻𝑐 = 𝐻𝑏. 

 משפט

 משפט לגרנז':

𝐻 ≤ 𝐺 אזי .|𝐺| = [𝐺:𝐻] ⋅ |𝐻| 

 הוכחה

,𝐻1 -נסמן ב  ⋯𝐻𝑚 ת הקוסטים השונים של א𝐻  ב– 𝐺. 

𝑎לכל  ∈ 𝐺, 𝑎 ∈ 𝐻𝑎 :נמצא ברשימה, ולכן 

⋃𝐻𝑖 = 𝐺 

□ 

 מסקנה

𝐻לכל  ≤ 𝐺 ,|𝐺|  |𝐻| | . 

 

 מסקנה

𝑔לכל  ∈ 𝐺:    |𝐺| |  𝑜(𝑔) = |〈𝑔〉| 
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 מסקנה

𝑔לכל  ∈ 𝐺 ,𝑔|𝐺| = 1 

 מסקנה

 משפט פרמה:

𝑝ראשוני. לכל  𝑝יהי  ∤ 𝑎, 

𝑎𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 הוכחה

𝑈𝑝נתבונן בחבורת אוילר  = 𝑈(ℤ𝑝,⋅) = {1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑝 − 1} 

|𝑈𝑝| = 𝑝 − 1 ⇒ ∀𝑎: 𝑎𝑝−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 משפט 

 משפט אוילר:

𝜙(𝑛)נסמן:  = |𝑈𝑛|. 

𝑛, 𝑎𝜙(𝑛) –זר ל  𝑎לכל  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 

 הוכחה

𝐺כנ"ל עבור  = 𝑈𝑛. 

 אדוגמ

𝑈8 = {1,3,5,7} 

34 = 81 ≡ 1 

54 = 625 ≡ 1 

74 = 2401 ≡ 1 


