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מפורש. באופן אותו וכתבו φ : U8 → S4 שיכון קיילי משפט בעזרת מצאו .1 שאלה

חדש שם איבר לכל ניתן .3 בית תרגיל לפי U8 = {1, 3, 5, 7} כי יודעים אנחנו פתרון.

1 7→ 1, 3 7→ 2, 5 7→ 3, 7 7→ 4

לאן לחשב כדי בעבר, שחישבנו הכפל בטבלת נעזר האיברים לשאר .id ∈ S4-ל נשלח ש-1 ברור
3 את נשלח שאליה התמורה ולכן ל-3 1 את שולח ב-3 משמאל כפל למשל נשלחים. האיברים שאר

סופי: חישוב ל-2. 1 את תעביר

1 7→ id, 3 7→ (12) (34) , 5 7→ (13) (24) , 7 7→ (14) (23)

ההתאמה) (משפט הרביעי האיזומורפיזם במשפט ראיתם .H ▹ G ותהי Gחבורה תהי .2 שאלה
.H את Gהמכילות של תת־חבורות לבין G/H של תת־חבורות בין הקשר את

אז ,H את המכילות K1,K2תת־חבורות ∈ G שאם הוכיחו .1

(K1/H) ∩ (K2/H) = (K1 ∩K2) /H

,K1∩K2 ב-K1וב-K2היא Gשמוכלת של ביותר הגדולה שתת־החבורה יודעים שאנו מכך .2
.(K1 ∩K2) /H עבור דומה טענה והוכיחו נסחו

פתרון.

בפירוט: הדו־כיוונית ההכלה ההתאמה. משפט לפי ממש זה .1

xH ∈ (K1/H) ∩ (K2/H) ⇔
xH ∈ (K1/H) ∧ xH ∈ (K2/H) ⇔

x ∈ K1 ∧ x ∈ K2 ⇔
x ∈ K1 ∩K2 ⇔

xH ∈ (K1 ∩K2) /H ⇔
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G/H של ביותר הגדולה תת־החבורה היא (K1 ∩K2) /H-ש נסיק הקודם הסעיף לפי .2
.K2/H-ובK1/H-ב המוכלת

נורמליות תת־חבורות N1, N2 ▹ G שאם הוכיחו .H ≤ G ותהי חבורה, G תהי .3 שאלה
.(HN1) /N1

∼= (HN2) /N2 אז ,N1 ∩H = N2 ∩H המקיימות

השני: האיזומורפיזם במשפט כפול משימוש מיידי פתרון.

(HN1) /N1
∼= H/ (N1 ∩H) = H/ (N2 ∩H) ∼= (HN2) /N2

מסדר הוא g ∈ Gש הוכיחו קיילי. שיכון φ : G → Sn ויהי ,n מסדר חבורה G תהי .4 שאלה
זרים. מחזורים n

m של מכפלה הוא φ(g) }mאמ“ם
x, gx, g2x, g3x, . . .

}
הקבוצה שגודל לב שימו .x ∈ G יהי .m מסדר gש נניח ראשית, פתרון.

יוצר g לכן .m מסדר הוא איבר כל של המסלול כלומר, ?gix ̸= gjx ,i ̸= j שלכל מכיוון ,m הוא
.m מגודל מסלולים

n

m
ל החבורה איברי של חלוקה

שיכון. תחת נשמר איברים של שסדר מכיוון ברור, השני הכיוון

H,Nתת־חבורות. ≤ G ותהינה סופית Gחבורה תהי .5 שאלה

תת־חבורה. תמיד HNהיא ≤ G-ש הפריכו .1

.G = HN כי הוכיחו ,([G : H] , [G : N ]) = ש-1 כך H,Nנורמליות ▹ G אם .2
נכונה! תשאר והטענה לנורמליות, הדרישה על לוותר אפשר רשות: אתגר

פתרון.

H = את נבחר נורמליות. שאינן תת־חבורות לבחור וצריך G = D4 את לבחור אפשר .1
סגורה אינה היא כי תת־חבורה אינה HN = {id, τ, τσ, σ} הקבוצה .⟨τ⟩ , N = ⟨τσ⟩

.σ−1 /∈ HN כי להופכי סגורה לא גם היא .τσ · σ = τσ2 /∈ HN למשל לפעולה.
HN בקבוצה אז .H = ⟨(12)⟩ , N = ו-⟨(23)⟩ G = S3 היא אחרת פופלרית דוגמה
תת־חבורה של הסדר לגראנז’ משפט לפי .{id, (12) , (23) , (123)} איברים ארבעה ישנם

סתירה. שזו ,|S3| = 6 את מחלק לא 4 אבל החבורה, סדר את מחלק

נורמלית). (ואפילו תת־חבורה היא HN אז ,H,N ▹ G-ש שמפני למדנו בכיתה הוכחה: .2
נקבל האינדקס מכפליות .H,N ≤ HN בנוסף

[G : H] = [G : HN ] [HN : H]

שהאינדקסים מהנתון .[G : N ואת[ [G : H]מחלקתאת [G : HN ] לכן .N וטענהדומהעבור
.G = HN ולכן ,[G : HN ] = 1 כי נסיק זרים האלו

עבור H =
∪

i Gi ונסמן ,G1 ⊆ G2 ⊆ G3 ⊆ . . . חבורות של עולה שרשרת תהי .6 שאלה
בית בתרגיל 9 רשות שאלת של מסקנה הייתה (זו חבורה Hהיא שגם כעובדה לקבל אפשר איחודן.

.(4

Hפשוטה. גם אז ,i לכל פשוטה חבורה Giהיא שאם הוכיחו .1
סופיות. פשוטות מחבורות אינסופיות פשוטות חבורות ליצור ניתן כך הערה:
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או [S : K] = 1 אז תת־חבורה, K ≤ S שאם הוכיחו אינסופית. פשוטה חבורה S תהי .2
קיילי. משפט של העידון רמז: .[S : K] = ∞

פתרון.

מתקיים g ∈ Gi ולכל i לכל בפרט .hNh−1 = N hמתקיים ∈ H לכל לכן .N ▹ H תהי .1
שייך gxg−1 ∈ g (N ∩Gi) g

−1 שכל מתקיים .N ∩Gi בחיתוך נתבונן .gNg−1 = N
לכן .(Gi-מ איברים של מכפלה זו (כי Gi-ל גם ושייך להצמדה) סגורה היא (כי N ל- גם

.N ∩Gi ▹ Gi

אם .N ∩ Gi = {e}-ש או N ∩ Gi = Gi-ש או ולכן פשוטה, Gi החבורה i לכל אבל
טריוויאלי שאינו n ∈ N איבר שהרי ,N ∩Gk ̸= {e}-ש כך k ∈ N קיים אז N ̸= {e}
ולכן ,N ∩Gi ̸= {e} מתקיים i ≥ k לכל בפרט .N ∩Gk = Gk לכן ב-Giכלשהו. מוכל

אזי .i ≥ k Giלכל ⊆ N כלומר .N ∩Gi = Gi

N ⊆ H =
∪
i

Gi =
∪
i≥k

Gi ⊆ N

כדרוש. טריוויאליות, לא נורמליות ל-Hתת־חבורות אין לכן .H = N וקיבלנו

[S : K] = כי בשלילה נניח .K ( S אחרת, וסיימנו. [S : K] = 1 אז ,S = K אם .2
המקיימת N ▹ S נורמלית תת־חבורה מכילה K קיילי, משפט של העידון לפי .n < ∞
(K-ב מוכלת N (כי N ̸= S-ו פשוטה S-ש מפני .[S : N ] < ∞ כלומר .[S : N ] |n!

סתירה. וזו ,[S : N ] = ∞ לכן .N = {e} בהכרח אז נורמלית,

הוכיחו .(|N | , [G : N ]) = 1 ש כך נורמלית Nתת-חבורה ▹Gו סופית, Gחבורה תהי .7 שאלה
[H : H ש∩ הוכיחו (רמז: .|N | מסדר תת-חבורה עוד G-ב שאין האיזומורפיזם משפטי בעזרת

(.|N | Hמסדר חבורה תת Nלכל ] = 1

.|N | מסדר Hתת-חבורה ≤ G נניח פתרון.
שיוויון. נקבל הגודל Hובגלל ⊆ N כי יוכיח וזה [H : H ∩N ] = 1 ש להראות ננסה

תת-חבורה. NHהיא ≤ G Nנורמלית, ו מכיוון
.[H : H ∩N ] | |H| = |N | לגראנז’ לפי אחד, מצד

[NH : N ] כפליותהאינדקס| ולפי [H : H∩N ] = [NH : N ] השני משפטהאיזו’ לפי שני, מצד
.[H : N ∩H] | [G : N ] ולכן [G : N ]

[H : H∩ ולכן הנתון לפי זרים הם אך ,[G : N ] N|ו | של מחלקמשותף [H : H∩N ש[ קיבלנו
.N ] = 1

רשות שאלות

שלהן. הפתרון את צרפו בבקשה אותן, פתרתם אם אבל לפתור, חובה אין הרשות שאלות את
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הבא: תת־החבורות סריג Gעם חבורה תהי .8 שאלה
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.G ∼= D4 כי הוכיחו .Ni ▹ G-וHi ≤ G כאשר
בדרך כנראה האיזומורפיזמים. במשפטי פעמים כמה והשתמשו k = [G : N1] סמנו רמז:

.k = 2 להיות מוכרח ואז ראשוני, k-ש להוכיח תצטרכו
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