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 הנוצר         מידה מחוג למחצה לחוגה הרחבתמידה.  . 3סעיף 

  -ואדיטיביות  על ידיו.    אדיטיביות                 

   

 

:μפונקציה   - 3.1הגדרה  Σ𝜇 →  אם:  אדיטיבית סופית מידהנקראת  [∞,0]

 למחצה. אלגברה או אלגברההוא  A)(של הפונקציה  תחום  (א

μ(𝜙) (ב = 0 

nAAAסופי   פירוק זראדיטיבית, ז"א לכל  A)(הפונקציה  (ג  1  של קבוצהA חוד של יכא

)()(זרות בזוגות מתקיים  kAקבוצות.  
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kAA  . )תכונה זו נקראת גם אדיטיבית סופית( 

μאם הינו דורשים ש   - הערה ≠  -מפני שסעיף ב מיותר  ∞   (2)(נובע כי(   0, ואז)( . 

 

של קבוצות ולהרחיב את ההגדרה שלה לאוסף גדול  ןלצורך שימושים רבים נרצה לקחת מידה המוגדרת על אוסף קט

בזוגות מן  ל מלבנים זריםסופי ש איחוד  על להרחיב את הגדרת השטח של מלבן  למידה בקלות ניתן יותר: ל דוגמה: 

bxaהצורה   )()(   ,dyc )()( . 

mAולכל  mאם  m של מידה הרחבה נקראת  המידה   - 3.2הגדרה    מתקיים)()( AmA . 

 

  Am)( הויחיד קיימת  הרחבה אחת m ילמחצה איזשה אלגברההמוגדרת על  Am)(לכל מידה         – 3.3משפט 

)(שתחום ההגדרה שלו הוא                           mR  ,מעל  תהמינימאלי האלגברהm. 

)(לכל קבוצה   - הוכחה mRA  ( 2.9)משפט  פירוק זרקיים ה),;( lkBBB lkmk     
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 ברורות. Am)(שליליות ואדיטיביות של הפונקציה  -אי

)( האלגברהעל  mשל  הרחבהמידת  mלכן הוכחנו כי  mR  . 

כלשהו  פירוק זרכדי להוכיח יחידות נתבונן ב
n

k

kBA
1

 הרחבה. לכל m~  שלm  על)( mR   

                    )()()(~)(~ AmBmBmAm
k

k

k

k
   

                                                  מש"ל. .mמתלכדת עם  ~mוהמידה 

 

 

 שליליות המידה נובעות תכונות חשובות.-מאדיטיביות ואי

mn, והקבוצות mR יאיזשה אלגברהמידה המוגדרת על  mתהי     – 3.4משפט  RAA ,,1  לכן . : 
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AAבמיוחד אם   ,RAA , אז ,)()( AmAm . 

nAAאם  – הוכחה ,,1  זרות בזוגות וכולן מוכלות ב-A אז לפי האדיטיביות , 
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0)\( -מפני ש kAAm א(   , נקבל. 

mRAAעכשיו, לכל  21,  

              )()()()()()( 21212121 AmAmAAmAmAmAAm  . 

)()(   הע"י אינדוקצי
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    מש"ל. ב(.ומזה נובע            

 

 .תלמחצה המקורי מהאלגברהלא שונה על הקבוצות  לאלגברהלמחצה כי מידת המשך  לאלגברהזה נכון גם 

 אדיטיביות )סופית( לא מספיקה בהרבה בעיות.

}{( אם לכל סידרת הקבוצות אדיטיבית -מניה )או -נקראת אדיטיבית בת mהמידה       – 3.5הגדרה  nA , 
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},,{תהי  (א 21 xxX   0קבוצה בת מניה ויהיוnP  1מספרים המקיימים
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 נניח  XA. לכל Xקבוצות של ה-תתקבוצות מדידות הן כל 
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)(1, ומתקיים -אדיטיביתזו  mהמידה  Xm. .הדוגמה חשובה בתורת ההסתברות  

 

וכל מיני קטעים  Xשל  abAקבוצת חיתוכים  m[, ותהי 0,1בקטע ] תקבוצת נקודות רציונאליו Xתהי  (ב

],[],,(),,[),,(]1,0[ babababa . m למחצה. נניח  אלגברהabAm ab )( .  המידה הזו

)(1, כי מצד אחד  -אדיטיביתאדיטיבית אך לא     Xm ומצד שני ,X מניה נקודות -היא סכום של בן

  .0שמידתה של כל נקודה היא 

 

   .-אדיטיביות בעתיד הקרוב נתעסק עם מידות 
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)(על  לפי הגדרת המידה  mR   
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 .3.4דומות לאלו שבמשפט  -אדיטיביותהתכונות של מידות את  נוכיח 

 .Rאיזשהו  אלגברהנוכל מהתחלה לחשוב על המידה כמוגדרת על   -אדיטיביותמפני שהמשכיות שומרת על 

ותהיינה     -אדיטיביתמידה   mתהי       – 3.7משפט  ,,,, 1 nAAA  מאלגברהקבוצות R. 
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 , זה נכון לכל מידה אדיטיבית.  -אדיטיביותא( לא משתמשים בבתכונה         – הערה
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 ולכן

 

 

  .-אדיטיביות( מאשר ישר 3.7במשפט  מניה למחצה )התכונה  ב( -דיטיביות בתלעיתים קרובות קל יותר לבדוק א

 

 

 "תאלמנטאריועשינו זה המשכנו מידה מ"מלבנים" על קבוצות "מש

 

 "שהתקדמות זו לא מספיקה, רוצים למדוד קבוצות "כלשהןברור 

 ת טבעיות(.ו)אולי תוך כדי הגבל
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