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                                                                                      בס"ד                    

  2מועד א' בחשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי פתרון 
  , סמסטר קיץתשע"ז  83114קורס מס' 

   
  . 1שאלה 

: הטור עבור אילו ערכי קבע   .א 
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 הצג את תוצאת האינטגרל  .ב
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sin x dx
x  910כסכום של מספרים רציונליים בדיוק של )15 ('נק . 

   פתרון:

1 -ניעזר במבחן ההשוואה הגבולי. נשווה את האיבר הכללי של הטור שלנו ל  .א
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/ כאשר הוא מספר סופי וגדול מאפס nכאשר  של הביטוי שקיבלנוהגבול ונשים לב ש 2  .  

/הטור שלנו הוא "חבר" של הטור מכאן ש 2
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sinפיתוח   .ב x  :לטור מקלורן הוא 
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 ן לרשום: מתכנס במ"ש בכל קטע סגור (משפט) ומכאן שניתהוא יש ר"ה אינסופי, לכן  החזקות הזה
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: מתקיים עבור השארית שלו זהו טור רציונלי שהוא גם טור לייבניץ, לכן
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    .2שאלה 
וע כי הפונקציה יד  .א ,z f x y  דיפרנציאבילית בנקודה 0 0,P x yה בשני הנגזרות המכוונות של, וש

כיוונים (לא מקבילים)  
1 2,h h  מתאפסות. הראה כיP  היא נקודה קריטית שלf . 

2 :מצא משוואת מישור המשיק למשטח  .ב 2 2 2x y z z   ים:למישור ומאונך ,
2
xz x y z y    . 

  פתרון:
  .א ,f x y  דיפרנציאבילית בנקודהP בנקודה זו בכיוונים שלה הנגזרות המכוונות  לכן 

1 2,h h  :הם
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1 2 0P Pf h f h    (משפט) כלומר , Pf  ניצב לשני הוקטורים 
1 2,h h . ,אבל אלו לא מקבילים

בהכרח: המשמעות היא  2-בלכן   0Pf  . 
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הנורמל למשטח:   .ב , , 1n x y z  אמור להיות מאונך לווקטורים :   1,1, 1 , 1,2, 2  . 

מתוך המכפלות הסקלריות מתקבלת מערכת משוואות:  
0 1

1 2 2 2
x x y z
y z x y z
     

       
 .  

נקבל: ובמשטח  ציב זאתנ 2 21 2z z z    ההשקה תונקודומכאן את:, 1 10, ,1
2 2

  
 

 

1 10, ,1
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   
 

הוא: בנקודה הראשונה למשל הנורמל למשטח  . 1 10, , || 0,1,1
2 2

n    
 

     

0הוא: שם ולכן המישור המשיק  1 2y z D D        :1כלומר 2y z   .  
  

 
   . 3שאלה 

. נניח שבריבוע זה קיימת צפיפות מסה הפרופורציונלית בכל נקודה Aקוד וקוד aיהא ריבוע בעל צלע   .א

  חשב את המסה הכללית של הריבוע.. 0Pבריבוע. במרכז הריבוע המסה היא  A-למרחק הנקודה מ

מצא את הנקודה על מעגל היחידה הקרובה ביותר לנקודה   .ב 3,1! נמק .  

   פתרון:

ימוקם בראשית. צפיפות המסה היא מהצורה:  A-נמקם שתיים מפאות הריבוע על הצירים כך ש  .א

   2 2,x y k x y  :נתון . 
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צריך למצוא נקודת מינימום מוחלט של הפונקציה   .ב     2 2, 3 1f x y x y     תחת האילוץ

2 2 1x y  .פונקצית לגרנז':  נחפש נקודות קריטיות של     2 2 2 23 1 1L x y x y       :  
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3חשודות: נקודות קיבלנו שתי  1,
10 10

  
 

כיוון שהאילוץ הוא תחום  2שטראס רלפי משפט ווי . 

כיוון שלמעגל אך . שם נקודת מינימום גלובליתלה חייבת להיות  היא רציפה בו, fוהפונקציה  קומפקטי

הפונקציה היא כמו כן  קיצון מקומי. , זו חייבת להיות גם נקודתאין שפה (עקום סגור)היחידה 

קריטית. מכאן  זו חייבת להיות נקודה לפי משפט קיצון מותנה, לכן דיפרנציאבילית לאורך המעגל

3שקיבלנו כדי לקבל את המינימום, וזו תהיה הקריטיות שמספיק לעמת בין שתי הנקודות  1,
10 10

 
 
 

 .  
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שדה וקטורי:  נתון. 4שאלה  
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ועקום:  
2 2

: 1, 0
4 9
x yL y     בין 2,0 ל- 2,0.  

חשב את   .א
L

F dr . 

ם הוא שדה משמר בתחו Fהראה כי   .ב 2 21 100, 0D x y y    ! נמק .  

ונתון כי:  Dבתחום  Fפונקצית הפוטנציאל של   Uתהא   .ג 2,0 1U  חשב את 2,0U .  

   פתרון:

ניעזר בפרמטריזציה:   .א   2cos , 3sinr t x t y t    0עבור t    :ומכאן 

      ' 2sin ,3cosdr r t dt t t dt  :השדה מתפרש כעת כ . 3sin ,2cosF t t  :נקבל  .  

     2 2

0 0

3sin ,2cos 2sin ,3cos 6sin 6cos 6
L

F dr t t t t dt t t dt
 

        .   

 נשים לב כי התבנית היא סגורה:    .ב
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        
          

       

   

  . שם השדה הוא משמרבנית היא גם מדויקת שם, כלומר לכן התר, הוא פשוט קש Dוהתחום 

  

מתקיים:  כיוון שהשדה הוא משמר  .ג   6 2,0 2,0
L

F dr U U      מכאן ש: ו 2,0 1 6U   .  

  
   . 5שאלה 

x,במישור  Dהראה כי בהינתן תחום   .א y  בעל שפה בכיוון החיוביL השטח של ,D שוב ע"י: יניתן לח 

1| |
2 L

D xdy ydx    )10 ('נק .  

 חשב את שטף השדה  .ב 3 3 3, ,F x y z   דרך המעטפת של כדור ברדיוסa נק') 15( שמרכזו בראשית . 

  פתרון:

זו תוצאה ישירה של משפט גרין עבור השדה   .א ,F y x  : 

2

1 1 1 | |
2 2 2L L D D

Q Pxdy ydx F dr dxdy dxdy D
x y
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  
        

   


  .  

 : ניעזר במשפט גאוס  .ב 2 2 2 23 3divF x y z r    י מעבר לקורדינטות כדוריות נקבל"ע ולכן :  
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12ˆ 3 3 2 sin 12 cos
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S V J

a aF ndS r dV d d r r dr
 

                .  


