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 טיילורנוסחת 

 תזכורת

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑘יהי  ∈ ℕ. 

 ידי:-מוגדר על 𝑘מסדר  𝑥0 -ב  𝑓של הדיפרנציאל 

D(𝑘)𝑓(𝑥0)(ℎ) ≔ ∑
𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1
⋯  𝜕𝑥𝑖𝑘

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖1
⋯ ℎ𝑖𝑘

𝑛

𝑖1,⋯,𝑖𝑘=1

 

𝑓אם  ∈ 𝒞𝑘(𝐸)באופן פורמלי, אז ,: 

D(𝑘)𝑓(𝑥0)(ℎ) = ∑
𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1
⋯  𝜕𝑥𝑖𝑘

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖1
⋯ ℎ𝑖𝑘

𝑛

𝑖1,⋯,𝑖𝑘=1   

 = (∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖)

𝑘

. . .

. = (d𝑓(𝑥0))
𝑘

  

 הגדרה

 יהי:

𝛼 = (𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) 

1כאשר לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 

𝛼𝑖 ∈ ℤ+ 

 נסמן:

|𝛼| ≔ ∑ 𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1. . .

𝛼! ≔ ∏ 𝛼𝑖!

𝑛

𝑖=1
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𝑥עבור  ∈ ℝ𝑛:נסמן , 

𝑥𝛼 ≔ ∏ 𝑥𝑖
𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1

 

:𝑓עבור  𝐸 → ℝ, :נסמן 

𝜕𝛼𝑓 ≔
𝜕|𝛼|𝑓

𝜕𝑥1
𝛼1 ⋯ 𝜕𝑥𝑛

𝛼𝑛
 

∎ 

 )מולטינום( משפט

𝑥לכל  ∈ ℝ𝑛  ולכל𝑘 ∈ ℕ:מתקיים , 

(∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

)

𝑘

= ∑
𝑘!

𝛼!
⋅ 𝑥𝛼

|𝛼|=𝑘

 

 דוגמה

𝑛 המשפט עבורוכחת ה = 2. 

 עפ"י משפט הבינום של ניוטון:

(𝑥1 + 𝑥2)𝑘 = ∑
𝑘!

𝑗! (𝑘 − 𝑗)!
⋅ 𝑥1

𝑗
𝑥2

𝑘−𝑗

𝑘

𝑗=0

 

 לכן:

(𝑥1 + 𝑥2)𝑘 = ∑
𝑘!

𝛼1! 𝛼2!
⋅ 𝑥1

𝛼1𝑥2
𝛼2

𝛼1+𝛼2=𝑘

 

 עפ"י ההגדרה:

(𝑥1 + 𝑥2)𝑘 = ∑
𝑘!

𝛼!
⋅ 𝑥𝛼

|𝛼|=𝑘

 

∎ 

 הערה
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𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

𝑘יהי  ∈ ℕ. 

𝑓תהי  ∈ 𝒞𝑘(𝐸). 

 אזי:

D(𝑘)𝑓(𝑥0)(ℎ) = ∑
𝜕𝑘𝑓

𝜕𝑥𝑖1
⋯  𝜕𝑥𝑖𝑘

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖1
⋯ ℎ𝑖𝑘

𝑛

𝑖1,⋯,𝑖𝑘=1
. . .

. = (∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑥0) ⋅ ℎ𝑖)

𝑘

. . .

. = ∑
𝑘!

𝛼!
⋅ 𝜕𝛼𝑓(𝑥0) ⋅ ℎ𝛼

|𝛼|=𝑘

 

∎ 

 משפט )טיילור עם שארית לגרנז'(

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

𝑓תהי  ∈ 𝒞𝑚+1(𝐸). 

,𝑥]יהי  𝑥0] ⊆ 𝐸. 

 אזי:

𝑓(𝑥) = ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|≤𝑚

+ ℛ𝑚(𝑥) 

 כאשר:

ℛ𝑚(𝑥) = ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0 + 𝜗(𝑥 − 𝑥0)) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|=𝑚+1

 

 עבור:

0 ≤ 𝜗 ≤ 1 

 הוכחה

 נגדיר:
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𝜑(𝑡) ≔ 𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ) 

 כאשר:

ℎ ≔ 𝑥 − 𝑥0 

[𝑥, 𝑥0]  0קבוצה קומפקטית המוכלת בקבוצה פתוחה, לכן קיים < 𝛿  :כך ש𝜑  מוגדרת בקטע

[−𝛿, 1 + 𝛿]. 

 עפ"י כלל השרשרת:

𝜑′(𝑡) = ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗

(𝑥0 + 𝑡ℎ) ⋅ ℎ𝑗

𝑛

𝑗=1

 

 השרשרת: י כללעפ"

𝜑′′(𝑡) = ∑
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

(𝑥0 + 𝑡ℎ) ⋅ ℎ𝑖ℎ𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

 

 באינדוקציה נקבל:

𝜑(𝑘)(𝑡) = ∑
𝑘!

𝛼!
⋅ 𝜕𝛼𝑓(𝑥0 + 𝑡(𝑥 − 𝑥0))(𝑥 − 𝑥0)𝛼

|𝛼|=𝑘

 

 עפ"י נוסחת טיילור:

𝜑(1) = ∑
𝜑(𝑘)(0)

𝑘!

𝑚

𝑘=0

+
𝜑(𝑚+1)(𝜗)

(𝑚 + 1)!
 

 :𝜑עפ"י הגדרת 

𝑓(𝑥) = ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|≤𝑚

+ 𝑅𝑚(𝑥) 

 כאשר:

ℛ𝑚(𝑥) = ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0 + 𝜗(𝑥 − 𝑥0))(𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|=𝑚+1

 

 עבור:

0 ≤ 𝜗 ≤ 1 
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∎ 

 משפט )טיילור עם שארית פיאנו(

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

𝑓תהי  ∈ 𝒞𝑚(𝐸). 

,𝑥]יהי  𝑥0] ⊆ 𝐸. 

 אזי:

𝑓(𝑥) = ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|≤𝑚

+ ℛ𝑚(𝑥) 

 כאשר:

ℛ𝑚(𝑥) = 𝑟𝑚(𝑥) ⋅ ‖𝑥 − 𝑥0‖𝑚 

 עבור:

lim
𝑥→𝑥0

𝑟𝑚(𝑥) = 0 

 הוכחה

𝑚עפ"י משפט )טיילור עם שארית לגרנז'(  עבור  − 1: 

𝑓(𝑥) = ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|≤𝑚−1

+ ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0 + 𝜗(𝑥 − 𝑥0)) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|=𝑚

 

 לכן:

𝑓(𝑥) = ∑
𝜕𝛼𝑓(𝑥0) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝛼

𝛼!
|𝛼|≤𝑚

+ ℛ𝑚(𝑥) 

 כאשר:

ℛ𝑚(𝑥) = ∑
(𝜕𝛼𝑓(𝑥0 + 𝜗(𝑥 − 𝑥0)) − 𝜕𝛼𝑓(𝑥0))

𝛼!
⋅ (𝑥 − 𝑥0)𝛼

|𝛼|=𝑚

 

 מתקיים:
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|ℎ|𝛼 = ∏|ℎ𝑖|𝛼𝑖

𝑛

𝑖=1   

 ≤ ‖ℎ‖∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1

   
 ≤ ‖ℎ‖|𝛼|

 

 לכן:

|ℛ𝑚(𝑥)|

‖𝑥 − 𝑥0‖𝑚
≤ ∑

|𝜕𝛼𝑓(𝑥0 + 𝜗(𝑥 − 𝑥0)) − 𝜕𝛼𝑓(𝑥0)|

𝛼!
|𝛼|=𝑚

 

𝑓 ∈ 𝒞𝑚(𝐸), :לכן 

lim
𝑥→𝑥0

|ℛ𝑚(𝑥)|

‖𝑥 − 𝑥0‖𝑚
= 0 

∎ 
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 אקסטרמוםנקודות 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

𝑓  ב מקסימום מקומי מקבלת- 𝑥0  אם קיימת סביבה𝑈  של𝑥0  כך שלכל𝑥 ∈ 𝑈:מתקיים , 

𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0) 

𝑓  ב מינימום מקומי מקבלת- 𝑥0  אם קיימת סביבה𝑈  של𝑥0  כך שלכל𝑥 ∈ 𝑈:מתקיים , 

𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑥0) 

𝑓  ב  אקסטרמום מקומימקבלת- 𝑥0  אם𝑓  מקבלת מקסימום מקומי או מינימום מקומי ב- 𝑥0. 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

 , אז:𝑥0 -דיפרנציאבילית ב  𝑓 –ו  𝑥0 -מקבלת אקסטרמום מקומי ב  𝑓אם 

d𝑓(𝑥0) ≡ 0 

 הוכחה

 נגדיר:

𝜑(𝑡) ≔ 𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ) 

𝐸 0, לכן קיים פתוחה < 𝛿  :כך ש𝜑  מוגדרת בקטע(−𝛿, 𝛿). 

 .0 -מקבלת אקסטרמום מקומי ב  𝜑, 𝜑עפ"י הגדרת 

 עפ"י משפט פרמה:

𝜑′(0) = 0 
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 :𝜑עפ"י הגדרת 

𝜑′(𝑡) = d𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ)(ℎ) 

 לכן:

𝜑′(0) = d𝑓(𝑥0)(ℎ) 

 לכן:

d𝑓(𝑥0) ≡ 0 

∎ 

 תזכורת

:𝑓תהי  (𝑎, 𝑏) → ℝ  גזירה בקטע(𝑎, 𝑏)  כך שלכל𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)  מתקיים𝑓′(𝑥) ≠ 0. 

,𝑎)מונוטונית ממש בקטע  𝑓אזי,  𝑏)  והפונקציה ההפוכה𝑓−1  גזירה בקטע(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏))  או(

(𝑓(𝑏), 𝑓(𝑎)) ולכל ,)𝑦 ∈ (𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) :מתקיים 

(𝑓−1)′(𝑦) =
1

𝑓′(𝑥)
 

 כאשר:

𝑥 = 𝑓−1(𝑦) 

 הערה

:Λאם העתקה לינארית  ℝ𝑛 → ℝ𝑚 :הפיכה, אז 

𝑛 = 𝑚 

 הערה

:Λאם העתקה לינארית  ℝ𝑛 → ℝ𝑛 :הפיכה, אז 

det Λ ≠ 0 

 משפט )הפונקציה ההפוכה(

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑛. 
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𝑓 נניח כי: ∈ 𝒞1(𝐸). 

𝑎תהי  ∈ 𝐸 :כך ש 

J𝑓(𝑎) ≠ 0 

𝑈אזי, קיימת סביבה  ⊆ 𝐸  של𝑎 כך ש - 𝑓 ערכית על -חד-חד𝑈,  התמונה𝑉 = 𝑓(𝑈)  פתוחה

:𝑓−1הפונקציה ההפוכה ו 𝑉 → 𝑈  שייכת ל- 𝒞−1(𝑉). 

 דוגמה

 לית.פט אינה גלובבמשההפיכות תכונת 

 נגדיר:

𝑓(𝑥, 𝑦) ≔ (𝑒𝑥 cos 𝑦 , 𝑒𝑥 sin 𝑦) 

 מתקיים:

J𝑓(𝑥, 𝑦) = |
𝑒𝑥 cos 𝑦 −𝑒𝑥 sin 𝑦
𝑒𝑥 sin 𝑦 𝑒𝑥 cos 𝑦

|
. . .
 = 𝑒2𝑥

. . .

. > 0

 

𝑓לכן,  ∈ 𝒞1(ℝ2) לכל ו(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, :מתקיים 

J𝑓(𝑥, 𝑦) ≠ 0 

 .ℝ2הפיכה על  אינה 𝑓אולם, 

∎ 

 הוכחה

 נסמן:

𝐴 ≔ 𝑓′(𝑎) 

J𝑓(𝑎) ≠  , לכן:0

det 𝐴 ≠ 0 

 הפיכה. 𝐴לכן, 
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𝑓 ∈ 𝒞1(𝐸) לכן ,: 

J𝑓(𝑥) ∈ 𝒞(𝐸) 

𝑥כך שלכל  𝑎של  𝑈0לכן, קיימת סביבה  ∈ 𝑈0 :מתקיים 

J𝑓(𝑥) ≠ 0 

0וקיים  𝑎של  𝑈נוכיח כי קיימת סביבה  < 𝜆  כך שלכל𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈, :מתקיים 

‖𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)‖ ≥ 𝜆 ⋅ ‖𝑥1 − 𝑥2‖ 

 ההוכחה בהרצאה הבאה.המשך 

∎ 


