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 משוואת החום

 :)עם תנאי דריכלה הומוגני( משוואת החום ההומוגנית בקטע סופי

{
𝑢𝑡 − 𝑐

2𝑢𝑥𝑥 = 0, 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0

 

 צריכה להיות רציפה(: 𝑢) תנאי תאימות למשוואת החום

𝑢(0,0) = 𝑓(0)⏟        
מתנאי התחלה

 , 𝑢(0,0) = 0⏟      
מתנאי השפה

 

⇒ 𝑓(0) = 0  

𝑢(𝐿, 0) = 𝑓(𝐿)⏟        
מתנאי התחלה

 , 𝑢(𝐿, 0) = 0⏟      
מתנאי השפה

 

⇒ 𝑓(𝐿) = 0  

 המד"ח הומוגנית ולכן נוכל לעשות הפרדת משתנים:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) 

𝑋(𝑥)𝑇′(𝑡) − 𝑐2𝑋′′(𝑥)𝑇(𝑡) = 0 

𝑋′′

𝑋
=
𝑇′

𝑐2𝑇
= −𝜆  

 מתנאי שפה דריכלה:

0 = 𝑢(0, 𝑡) = 𝑋(0) 𝑇(𝑡)⏟
≠0

⇒ 𝑋(0) = 0 

0 = 𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝑋(𝐿) 𝑇(𝑡)⏟
≠0

⇒ 𝑋(𝐿) = 0 

 קיבלנו:

{

𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=
𝑇′(𝑡)

𝑐2𝑇(𝑡)
= −𝜆

𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0

 

 :𝑋נפתור תחילה עבור 

{
𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0

𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0
 

 נקבל:

𝜆𝑛 = (
𝑛𝜋

𝐿
)
2

 

𝑋𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛 sin (
𝑛𝜋

𝐿
𝑥) 
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 :𝑇נפתור עבור 

𝑇𝑛
′(𝑡)

𝑇𝑛(𝑡)
= − (

𝑛𝜋𝑐

𝐿
)
2

 

 :𝑡נעשה אינטגרל לפי 

ln(𝑇𝑛(𝑡)) = −(
𝑛𝜋𝑐

𝐿
)
2

𝑡 + �̃�𝑛 

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
−(
𝑛𝜋𝑐
𝐿
)
2
𝑡  

 לכן:

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑋𝑛(𝑥)𝑇𝑛(𝑡) = 𝐶𝑛 sin (
𝑛𝜋

𝐿
𝑥)𝐴𝑛𝑒

−(
𝑛𝜋𝑐
𝐿
)
2
𝑡 = 𝐵𝑛 sin (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥) 𝑒−(

𝑛𝜋𝑐
𝐿
)
2
𝑡 

 לכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑𝐵𝑛 sin (
𝑛𝜋

𝐿
𝑥) 𝑒−(

𝑛𝜋𝑐
𝐿
)
2
𝑡

∞

𝑛=1

 

 כאשר:

𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) = ∑𝐵𝑛 sin (
𝑛𝜋

𝐿
𝑥)

∞

𝑛=1

 

 מקדמי פורייה:

𝐵𝑛 =
2

𝐿
∫ 𝑓(𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥) 𝑑𝑥

𝐿

0

 

 

 תרגיל:

 פתרו את משוואת החום:

{
 
 

 
 

𝑢𝑡 − 17𝑢𝑥𝑥 = 0, 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = {
0, 0 ≤ 𝑥 <

𝜋

2

2,
𝜋

2
≤ 𝑥 < 𝜋

, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝜋, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0

 

 פתרון:

𝑐2נציב בנוסחה הנ"ל כאשר  = 17 , 𝐿 = 𝜋: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑𝐵𝑛 sin(𝑛𝑥) 𝑒
−17𝑛2𝑡

∞

𝑛=1
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 :𝐵𝑛נרצה לחשב את המקדמים 

𝐵𝑛 =
2

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

0

=
2

𝜋
∫ 2 sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

𝜋
2

=
4

𝜋
∫ sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

𝜋
2

= −
4

𝑛𝜋
[cos(𝑛𝑥)]

𝑥=
𝜋
2

𝑥=𝜋 = −
4

𝑛𝜋
[cos(𝑛𝜋) − cos (

𝑛𝜋

2
)]

=
4

𝑛𝜋
[(−1)𝑛+1 + cos (

𝑛𝜋

2
)] 

 לכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
4

𝑛𝜋
[(−1)𝑛+1 + cos (

𝑛𝜋

2
)] sin(𝑛𝑥) 𝑒−17𝑛

2𝑡

∞

𝑛=1

 

∎ 

 

 תרגיל:

 פתרו את המד"ח:

{

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢 = 0, 0 < 𝑥 < 1, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2 − 1, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0

 

 פתרון:

 נפתור בעזרת הפרדת משתנים:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) 

𝑋(𝑥)𝑇′(𝑡) − 𝑋′′(𝑥)𝑇(𝑡) + 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) = 0 

𝑋(𝑥)[𝑇′(𝑡) + 𝑇(𝑡)] = 𝑋′′(𝑥)𝑇(𝑡) 

𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=
𝑇′(𝑡) + 𝑇(𝑡)

𝑇(𝑡)
= −𝜆  

 מתנאי השפה:

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑋
′(𝑥)𝑇(𝑡) 

0 = 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑋
′(0) 𝑇(𝑡)⏟

≠0

⇒ 𝑋′(0) = 0 

0 = 𝑢(1, 𝑡) = 𝑋(1) 𝑇(𝑡)⏟
≠0

⇒ 𝑋(1) = 0 

 קיבלנו:

{

𝑋′′

𝑋
=
𝑇′ + 𝑇

𝑇
= −𝜆

𝑋′(0) = 𝑋(1) = 0
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 :𝑋נתחיל מלפתור את המשוואה עבור 

{
𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0

𝑋′(0) = 𝑋(1) = 0
 

 מקרים: 3 –נחלק ל 

𝜆 = 0: 

{
𝑋′′(𝑥) = 0

𝑋′(0) = 𝑋(1) = 0
 

𝑋′(𝑥) = 𝑐0 

𝑋(𝑥) = 𝑐0𝑥 + 𝑑0 

 נציב תנאי שפה:

0 = 𝑋′(0) = 𝑐0 ⇒ 𝑐0 = 0  

0 = 𝑋(1) = 𝑑0 ⇒ 𝑑0 = 0  

⇐ 𝑋(𝑥) =  מקרה טריוויאלי. 0

𝜆 < 0: 

{
𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0
𝑋′(0) = 𝑋(1) = 0

 

𝑘2 + 𝜆 = 0 

𝑘2 = −𝜆 

𝑘 = ±√−𝜆 

 לכן:

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑒
√−𝜆𝑥 + 𝑐2𝑒

−√−𝜆𝑥 

 נציב תנאי שפה:

𝑋′(𝑥) = 𝑐1√−𝜆𝑒
√−𝜆𝑥 − 𝑐2√−𝜆𝑒

−√−𝜆𝑥 

𝑋′(0) = 𝑐1√−𝜆 − 𝑐2√−𝜆 = 0 

𝑐1 = 𝑐2  

0 = 𝑋(1) = 𝑐1𝑒
√−𝜆 + 𝑐1𝑒

−√−𝜆 = 0 

𝑐1 (𝑒
√−𝜆 + 𝑒−√−𝜆)⏟          

≠0

= 0 

𝑐1 = 0 ⇒ c2 = 0  

𝑋(𝑥)לכן  =  מקרה טריוויאלי. 0
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𝜆 > 0: 

{
𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0
𝑋′(0) = 𝑋(1) = 0

 

 לכן:

𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos(√𝜆𝑥) + 𝑐2 sin(√𝜆𝑥) 

𝑋′(𝑥) = −𝑐1√𝜆 sin(√𝜆𝑥) + 𝑐2√𝜆 cos(√𝜆𝑥) 

 נציב תנאי שפה:

0 = 𝑋′(0) = 𝑐2√𝜆 = 0 ⇒ 𝑐2 = 0  

0 = 𝑋(1) = 𝑐1⏟
≠0

אחרת טריוויאלי

cos(√𝜆) 

cos(√𝜆) = 0 

√𝜆 =
𝜋

2
+ 𝑛𝜋 

𝜆𝑛 = [𝜋 (
1

2
+ 𝑛)]

2

 

 קיבלנו ע"ע. נציב כיד למצוא את הפ"ע:

𝑋𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛 cos (𝜋 (
1

2
+ 𝑛) 𝑥) , 𝑛 = 0,1,2, … 

 :𝑇נחזור למשוואה של 

𝑇𝑛
′(𝑡) + 𝑇𝑛(𝑡)

𝑇𝑛(𝑡)
= −𝜋2 (

1

2
+ 𝑛)

2

 

𝑇𝑛
′(𝑡)

𝑇𝑛(𝑡)
+ 1 = −𝜋2 (

1

2
+ 𝑛)

2

 

𝑇𝑛
′(𝑡)

𝑇𝑛(𝑡)
= − [𝜋2 (

1

2
+ 𝑛)

2

+ 1] 

 :𝑡נבצע אינטגרל לפי 

ln(𝑇𝑛(𝑡)) = − [𝜋
2 (
1

2
+ 𝑛)

2

+ 1] 𝑡 + �̃�𝑛 

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛𝑒
−[𝜋2(

1
2
+𝑛)

2
+1]𝑡
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 נציב חזרה:

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑋𝑛(𝑥) 𝑇𝑛(𝑡) = 𝐶𝑛 cos (𝜋 (
1

2
+ 𝑛) 𝑥) 𝐴𝑛𝑒

−[𝜋2(
1
2
+𝑛)

2
+1]𝑡

= 𝐵𝑛 cos (𝜋 (
1

2
+ 𝑛) 𝑥) 𝑒

−[𝜋2(
1
2
+𝑛)

2
+1]𝑡

 

 ולכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑𝐵𝑛 cos (𝜋 (
1

2
+ 𝑛) 𝑥) 𝑒

−[𝜋2(
1
2
+𝑛)

2
+1]𝑡

∞

𝑛=0

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2 − 1 

 נשתמש במקדמי פורייה:

𝐵𝑛 =
2

1
∫ (𝑥2 − 1) cos (𝜋 (

1

2
+ 𝑛) 𝑥) 𝑑𝑥

1

0

= ⋯ =
32(−1)𝑛+1

𝜋3(2𝑛 + 1)3
 

 ולכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
32(−1)𝑛+1

𝜋3(2𝑛 + 1)3
cos (𝜋 (

1

2
+ 𝑛) 𝑥) 𝑒

−[𝜋2(
1
2
+𝑛)

2
+1]𝑡

∞

𝑛=0

 

∎ 

 

 תרגיל:

 פתרו את משוואת החום:

{

𝑢𝑡 − 4𝑢𝑥𝑥 = 0, 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = cos2(𝑥) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋
𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0

 

 פתרון:

 נפתור בעזרת הפרדת משתנים:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) 

𝑋′′

𝑋
=
𝑇′

4𝑇
= −𝜆 

 תנאי שפה:

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑋
′(𝑥)𝑇(𝑡) 

0 = 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑋
′(0) 𝑇(𝑡)⏟

≠0

⇒ 𝑋′(0) = 0 

0 = 𝑢𝑥(𝜋, 𝑡) = 𝑋
′(𝜋) 𝑇(𝑡)⏟

≠0

⇒ 𝑋′(𝜋) = 0 
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 קיבלנו:

{

𝑋′′

𝑋
=
𝑇′

4𝑇
= −𝜆

𝑋′(0) = 𝑋′(𝜋) = 0
 

 :𝑋נפתור תחילה את הבעיה עבור 

{
𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0

𝑋′(0) = 𝑋′(𝜋) = 0
 

 מקרים: 3 –נחלק ל 

𝜆 = 0: 

{
𝑋′′(𝑥) = 0

𝑋′(0) = 𝑋′(𝜋) = 0
 

𝑋′(𝑥) = 𝑐0 

𝑋(𝑥) = 𝑐0𝑥 + 𝑑0 

0 = 𝑋′(0) = 𝑋′(𝜋) = 𝑐0 ⇒ 𝑐0 = 0  

𝑋(𝑥) = 𝑑0  

 .לא טריוויאלימקרה 

𝜆 < 0: 

 ראינו שהוא טריוויאלי.

𝜆 > 0: 

{
𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0

𝑋′(0) = 𝑋′(𝜋) = 0
 

 נקבל:

𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos(√𝜆𝑥) + 𝑐2 sin(√𝜆𝑥) 

𝑋′(𝑥) = −𝑐1√𝜆 sin(√𝜆𝑥) + 𝑐2√𝜆 cos(√𝜆𝑥) 

 מתנאי השפה:

0 = 𝑋′(0) = 𝑐2 √𝜆⏟
≠0

⇒ 𝑐2 = 0  

0 = 𝑋′(𝜋) = −𝑐1 √𝜆⏟
≠0

sin(√𝜆𝜋) = 0 

𝑐1 -נניח ש  ≠  )אחרת נקבל פתרון טריוויאלי(: 0

sin(√𝜆𝜋) = 0 

√𝜆𝜋 = 𝑛𝜋 



 25/12/2017 10תרגול  משוואות דיפרנציאליות חלקיות

𝜆𝑛 = 𝑛
2 , 𝑛 = 0,1,2, … 

𝑛קיבלנו ע"ע )נשים לב שהכנסנו גם את המקרה של  =  (. הפ"ע הן:0

𝑋𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛 cos(𝑛𝑥) , 𝑛 = 0,1,2, … 

 :𝑇נחזור למשוואה של 

𝑇𝑛
′(𝑡)

𝑇𝑛(𝑡)
= −4𝑛2 

 :𝑡נבצע אינטגרל לפי 

ln(𝑇𝑛(𝑡)) = −4𝑛
2𝑡 + �̃�𝑛 

𝑇𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛𝑒
−4𝑛2𝑡  

 לכן:

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝐵𝑛 cos(𝑛𝑥) 𝑒
−4𝑛2𝑡 

 לכן:

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑𝐵𝑛 cos(𝑛𝑥) 𝑒
−4𝑛2𝑡

∞

𝑛=0

 

 :𝐵𝑛כעת, נמצא את 

cos2(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) = ∑𝐵𝑛 cos(𝑛𝑥)

∞

𝑛=0

 

1

2
+
1

2
cos(2𝑥) = ∑𝐵𝑛 cos(𝑛𝑥)

∞

𝑛=0

 

 לכן:

𝑛 = 0 ∶ 𝐵0 =
1

2
 

𝑛 = 2 ∶ 𝐵2 =
1

2
 

𝑛 ≠ 0,2 ∶ 𝐵𝑛 = 0 

 נציב ונקבל:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
+
1

2
cos(2𝑥) 𝑒−16𝑡  

∎ 
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 תנאי שפה לא הומוגניים:

 נניח ש:

𝑢(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) , 𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

 עבור תנאי שפה לא הומוגניים, נגדיר:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡) 

,𝑣(𝑥כאשר  𝑡)  היא פו' תיקון שלוקחת מ– 𝑢  .את תנאי השפה 

,𝑣(𝑥לאחר שנמצא את  𝑡) נסמן ,𝑤 = 𝑢 − 𝑣  ונפתור את בעיית החום/הגלים על𝑤. 

 לכן:

𝑢(0, 𝑡) = 𝑣(0, 𝑡) + 𝑤(0, 𝑡) 

𝑎(𝑡) = 𝑎(𝑡) + 𝑤(0, 𝑡) ⇒ 𝑤(0, 𝑡) = 0 

𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝑣(𝐿, 𝑡) + 𝑤(𝐿, 𝑡) 

𝑏(𝑡) = 𝑏(𝑡) + 𝑤(𝐿, 𝑡) ⇒ 𝑤(𝐿, 𝑡) = 0 

 ( מקרה של תנאי דריכלה:1

𝑣(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡), 𝑣(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

 ננחש:

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑥 𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡) 

𝑎(𝑡) = 𝑣(0, 𝑡) + 𝑔(𝑡) ⇒ 𝑔(𝑡) = 𝑎(𝑡)  

𝑏(𝑡) = 𝑣(𝐿, 𝑡) = 𝐿𝑓(𝑡) + 𝑎(𝑡) 

𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)

𝐿
= 𝑓(𝑡)  

 ולכן:

𝑣(𝑥, 𝑡) =
𝑥

𝐿
[𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)] + 𝑎(𝑡)  

 ( מקרה של תנאי שפה נוימן:2

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) , 𝑢𝑥(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝑡)  פונקציית תיקון שלוקחת מ- 𝑢 :המקורית את תנאי השפה 

𝜑(0, 𝑡) = 𝑣𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) 

𝜑(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡)  

𝜑(𝐿, 𝑡) = 𝑣𝑥(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 
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𝜑(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡)  

𝜑(𝑥, 𝑡) =
𝑥

𝐿
[𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)] + 𝑎(𝑡) 

𝜑 -נשים לב ש  𝑣כדי למצוא את  = 𝑣𝑥 לכן, כיד למצוא את .𝑣(𝑥, 𝑡)  נעשה אינטגרל לפי𝑥 

 :𝜑לפונקציה 

𝑣(𝑥, 𝑡) = ∫
𝑥

𝐿
[𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)] + 𝑎(𝑡) 𝑑𝑥 

𝑣(𝑥, 𝑡) =
𝑥2

2𝐿
[𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)] + 𝑎(𝑡)𝑥  

 

 מקרה של תנאי שפה רובין:( 3

𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) , 𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

𝑢 -נגדיר  = 𝑣 + 𝑤 כאשר ,𝑣  פונקציית תיקון שלוקחת מ– 𝑢 :המקורית את תנאי השפה 

𝑣𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) , 𝑣(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

 לכן:

𝑣(𝑥, 𝑡) = ∫𝑣𝑥(0, 𝑡) 𝑑𝑥 = 𝑎(𝑡)𝑥 + 𝑔(𝑡) 

 לכן:

𝑏(𝑡) = 𝑣(𝐿, 𝑡) = 𝑎(𝑡)𝐿 + 𝑔(𝑡) 

𝑔(𝑡) = 𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)𝐿  

 לכן:

𝑣(𝑥, 𝑡) = (𝑥 − 𝐿)𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡)  

 רובין הפוך:( תנאי שפה של 4

𝑢(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) , 𝑢𝑥(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

𝑢 -נגדיר  = 𝑣 + 𝑤 כאשר ,𝑣  פונקציית תיקון שלוקחת מ– 𝑢 :המקורית את תנאי השפה 

𝑣(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) , 𝑣𝑥(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

 לכן:

𝑣(𝑥, 𝑡) = ∫𝑣𝑥(𝐿, 𝑡) 𝑑𝑥 = 𝑏(𝑡)𝑥 + 𝑔(𝑡) 

 לכן:

𝑎(𝑡) = 𝑣(0, 𝑡) = 𝑔(𝑡) 

𝑔(𝑡) = 𝑎(𝑡)  
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 לכן:

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑏(𝑡)𝑥 + 𝑎(𝑡)  

 לסיכום:

 פונקציית תיקון תנאי שפה 

1 𝑢(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) 
𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝑡) =
𝑥

𝐿
[𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)] + 𝑎(𝑡) 

2 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) 
𝑢𝑥(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝑡) =
𝑥2

2𝐿
[𝑏(𝑡) − 𝑎(𝑡)] + 𝑎(𝑡)𝑥 

3 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) 
𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝑡) = (𝑥 − 𝐿)𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡) 

4 𝑢(0, 𝑡) = 𝑎(𝑡) 
𝑢𝑥(𝐿, 𝑡) = 𝑏(𝑡) 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑏(𝑡)𝑥 + 𝑎(𝑡) 

 

 תרגיל:

 פתרו את משוואת החום:

{
  
 

  
 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 =

𝑥(1 + 𝜋𝑡)

𝜋
, 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) = 2(1 −
𝑥2

𝜋2
) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

𝑢(0, 𝑡) = 2, 𝑡 ≥ 0
𝑢(𝜋, 𝑡) = 𝑡, 𝑡 ≥ 0

 

 פתרון:

  –נגדיר 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡) 

 לכן:

𝑎(𝑡) = 𝑣(0, 𝑡) = 2 

𝑏(𝑡) = 𝑣(𝜋, 𝑡) = 𝑡 

 ולכן קיבלנו פונקציית תיקון:

𝑣(𝑥, 𝑡) =
𝑥

𝜋
[𝑡 − 2] + 2  

 כעת:

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑣(𝑥, 𝑡) 

 נקבל:

𝑤(0, 𝑡) = 𝑤(𝜋, 𝑡) = 0  

𝑤𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑡 − 𝑣𝑡 = 𝑢𝑡 −
𝑥

𝜋
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𝑤𝑥𝑥 = 𝑢𝑥𝑥 − 𝑣𝑥𝑥 = 𝑢𝑥𝑥 

⇒ 𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥 = 𝑢𝑡 −
𝑥

𝜋
− 𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 −

𝑥

𝜋
=
𝑥

𝜋
+ 𝑥𝑡 −

𝑥

𝜋
= 𝑥𝑡 

𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥 = 𝑥𝑡 

𝑤(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 0) − 𝑣(𝑥, 0) = 2(1 −
𝑥2

𝜋2
) +

2𝑥

𝜋
− 2 =

2

𝜋
(−

𝑥2

𝜋
+ 𝑥) 

 וכעת:

{
 
 

 
 
𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > 0

𝑢(𝑥, 0) =
2

𝜋
(−

𝑥2

𝜋
+ 𝑥) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

𝑢(0, 𝑡) = 2, 𝑡 ≥ 0
𝑢(𝜋, 𝑡) = 𝑡, 𝑡 ≥ 0

 

{
 
 

 
 𝑤𝑡 − 𝑤𝑥𝑥 = 𝑥𝑡, 0 < 𝑥 < 𝜋, 𝑡 > 0

𝑤(𝑥, 0) =
2

𝜋
(−

𝑥2

𝜋
+ 𝑥) , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

𝑤(0, 𝑡) = 𝑤(𝐿, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0

 

 וממשיכים לפתור כרגיל...

∎ 

 


