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 14.06.2020                                            13טופולוגיה                          הרצאה 

 

 

 מ"ט. התנאים הבאים שקולים:X: נניח משפט

1 .X   2קומפקטי והאוסדורפי   )ז"אX Comp T  .) 

2  .X  הומיאומורפי לתת קבוצה סגורה של קוביתTychonoff [0,1]S  . 

   1  2:  הוכחה

[0,1]S Comp  משפט(Tychonoff .תת קבוצה סגורה גם קומפקטית  .)2T  תכונה כפלית

2Xותורשתית. לכן  Comp T . 

 1   2 

2Xנניח  Comp T    מ"ל שקיים שיכון טופולוגי .f : [0,1]SX   עבורS .מסוים 

2הוכחנו ש   4Comp T T  נשתמש במשפט .Urysohn  4 4

funcT T  . 

a,לכל זוג של נקודות שונות  b X בפונקציה רציפה נבחר   

, : [0,1], f(a) 0,f(b) 1a bf X    . 

:S,אוסף של כל הפונקציות שנבחרו   { | }s a bf f a b       ז"א(s ( ,b),a a b    ) 

:משרה פונקצית האלכסון     [0,1] ( ) ( ( ))S

s s Sf X f x f x   . 

 הפונקציה היא רציפה )הוכחנו ...( "מפרידה נקודות" ז"א היא חח"ע. 

 נקבל שהפונקציה היא מגדירה שיכון טופולוגי )על קבוצה סגורה(.  משפט השיכוןלפי 

 

 

 (Tychonoff)האוניברסליות של קוביות  משפט

  התנאים הבאים שקולים:

1 .
3.5X T 

2  .X  משוכן לתוך קוביתTychonoff  [0,1]מסוימתS
 . 
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 :  הוכחה

1 2    

3.5X T לכן קיים אוסף פונקציות{ : [0,1]}s s Sf X   שמפריד נקודות וקבוצות

)סגורות  )למשל  ,[0,1])C Xפונקצית האלכסון    (. אז: X [0,1]S

s S sf f   

 . על פונקצית האלכסוןשיכון טופולוגי לפי המשפט 

2 1    

S[0,1]( Tychonoffלפי משפט על המכפלה )גם  Comp .האוסדופיות תכונה כפלית  . 

S[0,1]2לכן   Comp T   עכשיו נזכיר ש .
2 4 3.5Comp T T T    ו

3.5T  תכונה

 תורשתית. 

 

 

: חשובה תוצאה
3.5X T אם ורק אם לX  .יש קומפקטיפיקציה 

 

 )מטריזציה( משפט

 התנאים הבאים שקולים:

1 .
2X Metriz B    :שקול(X Metriz Sep  .) 

2  .X קובית  משוכן לתוךHilbert [0,1]. 

 :  הוכחה

1 2    

}בגלל המשפט הקודם מ"ל שקיים אוסף בן מניה  : [0,1]}s s Sf X  נקודות שמפריד

 . וקבוצות סגורות

2Xנתון  Metriz B  קיים בסיס בן מניה .{ }n nO  . 

n,לכל זוג  mO O   עם התנאיm nO O   נבחר פונקציה רציפה אחת, : [0,1]m nf X  

,כך ש   ,( ) 0, (X\ ) 1m n m m n nf O f O   4)זה אפשרי כי 4

funcMetriz T T ) 

 של פונקציות שנבחרו הוא בן מניה. Sאז אוסף 

 . נקודות וקבוצות סגורותמפריד Sמ"ל ש  "פונקצית האלכסון"בגלל המשפט 
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xנניח  C  וC  .סגורה{ }n nO   בסיס לטופולוגיה לכן אפשר לבחור 

סביבה פתוחה  
nO   כך ש\nx O X C  . 

 

 

 

)קיימת סביבה  Xבמרחב מטריזבילי  )U N x  כך שnU O  

))למשל כדור  , ) ( , ) [ , ] nx U B x B x B x O        .) 

{ }n nO   בסיס לכן קיים
mO   כך ש

mx O U  נקבל . 

\m m nx O O U O X C     

,פונקצית אוריסון אז  : [0,1]m nf X   מפרידה,x C   כי היא מפרידה(, \m nO X O   ) 

2 1    

2[0,1] Metriz B   וכך גם כל תת מרחב שלו )כי
2,Metriz B שתיות(. רתכונות תו 
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 : מידע

    Urysohn)א.  אפשר להוכיח )משפט 
3 2T B Metriz    

 (.  J.R. Munkres, Topology)ראו למשל ספר מצויין:  

לכן במשפט הקודם התנאי הראשון ניתן להחליש ל  
3 2X T B   . 

משוכן לתון מרחב הילברט  [0,1]ב. 
2l  מצדיק את השם: קובית הילברט( ע"י( 

1 1
2 1 2 3 1 2 32 3

:[0,1] ( , , , ) ( , , , )l a a a a a a  

 

 

 Quotient topology  --טופולוגית מנה 

 

 למדנו מספר אפשרויות לבנות מרחבים טופולוגיים חדשים בעזרת נתונים. בין היתר: 

 תת מרחב, מכפלה, סכום. אפשרות נוספת וגם מאוד חשובה היא "מנה טופולוגית". 

 ממדי כמרחב מנה של ריבוע באופן הבא: -2למשל אפשר לקבל טורוס 

   

 

)נניח  , )X   ."מ"ט ואנחנו רוצים "להדביק חלקים מסוימים 

 מה הן ההגדרות המתאימות ?  איך מגדירים טופולוגיה מתאימה ? 

 

)יחס שקילות במרחב   נניח   )מתורת הקבוצות(  תזכורת , )X נסמן .:  

  [ ]: {x X | }a a x   מחלקה של איברa  

])תמיד   ]a a  ויש חלוקה[ ]
a X

X a


) 

  / {[ ]: }X a a X   "היא קבוצת המחלקות  "קבוצת המנה 
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      : / [ ]X X a a    (על)תמיד   "טבעית )העתקת( "פונקציה  

 

 ? מ"ט  X כאשר  X/איך להגדיר "טופולוגיה טבעית" ב  : שאלה

 

q עלנתונה פונקציה : שקול : X Y איך להגדיר "טופולוגיה טבעית" ב .Y ? 

)שימו לב: אם נגדיר ) ( )a b q a q b   אז נקבל יחס שקילות כך ש 

Y  וקבוצת מנה/X .הם באותו תפקיד 

 

qכטופולוגיה הכי חזקה שמבטיחה רציפות  Yב: להגדיר טופולוגיה רעיון : X Y. 

 

): ננח הגדרה , )X  מ"ט ונתונה פונקציה עלq : X Y אומרים ש .  טופולוגית

q)ביחס לפונקציה מנהה : ( , )X Y  מתקיימים שני תנאים הבאים: ( אם 

qא.   : ( , ) ( , )X Y   .רציפה 

qב. אם  : ( , ) ( , )X Y   רציפה אז  . 

qבמצב כזה גם אומרים ש  : ( , ) ( , )X Y   (העתקת מנה) או  פונקצית מנההיא . 

 .(strong topology)נקראת גם "טופולוגיה חזקה"  לעיתים 

 

 :   תאור של טופולוגית המנה
1: { | ( ) }O Y q O    

 .  Xב  פתוחה אם )ורק אם( המקור פתוח Yקבוצה ב     ז"א  

 )מדוע ?( Xב המקור סגור  (ורק אם)סגורה אם  Yשקול:  קבוצה ב 

 

 

 כל הומיאומורפיזם פונקצית מנה.   תרגיל:

 

 הרכבה של פונקציות מנה היא גם מנה.   תרגיל:
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 )טופולוגיה חזקה( משפט

qנניח  : X Y  פונקצית מנה ונתונה פונקציהf : Y Z . 

fרציפה אם )ורק אם( רציפה ההרכבה  fאז פונקציה  q : X Z  . 

 

f: נניח הוכחה q : X Z  .צ"ל  רציפהf : Y Z  .רציפה 

ש"ל 
1f (O)

 . Zפתוחה ב  Oלכל  Yפתוחה ב  

qנתון ש  : X Y  מנה. לכן ש"ל
1 1q (f (O)) 

 . אבל Xפתוחה ב  

1 1 1q (f (O)) (f q) ( )O    ונתונה רציפות שלf q : X Z  . 

 

 

q: נניח תוצאה : ( , ) ( , )X Y   פונקצית מנה. אז טופולוגית מנהבY  היא

qטופולוגיה הכי חזקה שמבטיחה רציפות  : X Y. 

qז"א אם  : ( , ) ( , )X Y    רציפה אז  . 

f: נשתמש במשפט "טופולוגיה חזקה" כאשר בתפקיד הסבר : Y Z  ניקח

id : (Y, ) ( , )Y  . 

 

 (  סגירות : פתיחות,)תנאי מספיק: משפט

qאם פונקציה  : X Y פתוחה )או וסגורה(  ,רציפה ,על 

qאז  : X Y  .היא פונקצית מנה 

:  נניח  הוכחה
1( )q O

O עבור  Xב  פתוחה   Y  .  צ"לO  פתוחה בY . 

לפי הנתון הפונקציה היא פתוחה לכן התמונה 
1( ( ))q q O

 היא גם פתוחה.  

לכן  על qאבל 
1( ( )) Oq q O   .חייבת להיות פתוחה 
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כל הטלה : תוצאה
0 0

p :i i i

i I

X X


 .היא פונקצית מנה 

 

fנניח : תוצאה : X Y   2רציפה, על,X Comp Y T  אז .f  .פונקצית מנה  

 

 

:דוגמה:    [0,1] { | || || 1} f(x) cis(2 x)f X Y T z z        

 (.   וסגורה)הפונקציה היא על רציפה    היא פונקצית מנה

 : כאן אפשר לתת גם הסבר גיאומטרי:  הדבקת נקודות קצה של קטע מגדיר מעגל. הערה

/ , 0 1X X Y  

 

 

idדוגמה:    : ( , )discr   לא פונקצית מנהרציפה על אבל  . 

הסבר:  המקור 
1id ({5}) {5}   פתוח ב( , )discr  אבל לא ב . 

 

1 פונקציה רציפהדוגמה:   2id : (X, ) (X, )   1אם ורק אם  פונקצית מנה 2  . 

 

hדוגמה:    : [0,1) { | || || 1} (x) cis(2 x)X Y T z z h        

 .  פונקצית מנה לא היאאבל  הפונקציה היא על ורציפה
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הסבר: עבור
2

A : {z T | 0 arg( ) }z      המקור
1 1

4
h (A) [0, )   0,1]פתוח ב) 

 . Tלא פתוח ב  Aאבל 

 

 : אזהרות

 

fלא תורשתית. ז"א יתכן ש  –להיות פונקצית מנה  .1 : X Y העתקת מנהA X   .

fופונקצית על  שמושרית  : A (A)A f   .היא לא תמיד מנה 

(0,1]למשל להתבונן בדוגמאות שהיו עם  [0,1]A X  . 

דוגמה נוספת: 
2

1 : {( , ) | 1} {(0,0)}p X x y xy      .לא מנה 

 

 מהמקור"(. למשל:סובך )"יותר מרחב מנה יכול להיות מאוד מ. 2

 ממדי הוא מרחב מנה של קטע )מדוע ?(-ריבוע דו 

 . כל מרחב מטרי קומפקטי הוא מרחב מנה של קבוצת קנטור )מדוע ?( 

  

 פונקצית מנה יכולה להיות לא פתוחה ולא סגורה.   .3

: עבור הפונקציה דוגמה
0, 0

f : {0,1}, ( )
1, 1

x
f x

x

 
   

 
 

Y{0,1}טופולוגית מנה על       היא טופולוגית סרפינסקי{ ,{0},{0,1}}   . 

f : {0,1}  .)לא פתוחה ולא סגורה )דוגמה נוספת בהמשך 

 . 1Tבנוסף שימו לב שמרחב מנה )שהוא מרחב סרפינסקי( לא 

 

 לא תמיד נשמרות. בהעתקות מנה אקסיומות הפרדה . 4

 אם"ם כל מחלקת שקילות היא סגורה.  1T: מרחב מנה הוא בעל תכונת הערה

 

aנגדיר יחס שקילות   : בדוגמה b a b   אז מרחב מנה ./  

 ?(  /הוא בעל טופולוגיה טריוויאלית )מה העוצמה של 


