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תאריך תרגול. קבוצת ומספר ת”ז מספר מלא, שם דף בכל לרשום יש הפתרון בהגשת הוראות
.22.11.2015 ה’תשע”ו, כסלו י’ בתאריך המתחיל בשבוע לתרגול הוא התרגיל הגשת

הוכיחו .G-ב סופי מסדר האיברים אוסף את T ב- נסמן אבלית. חבורה G תהי .1 שאלה
.T ≤ G כי

נוכיח: כלומר מקוצר, הפחות הקריטריון לפי זאת נוכיח הוכחה.

.e ∈ T א.

.g1g2 ∈ T אזי ,g1, g2 ∈ T אם ב.

.g−1 ∈ T אזי ,g ∈ T אם ג.

אכן,

.o (e) = 1 < ∞ כי ,e ∈ T א.

אבלית, G שהחבורה כיוון .m = o (g1) , n = o (g2) < ∞ לכן .g1, g2 ∈ T ש- נניח ב.

(g1g2)
mn

= gmn
1 gmn

2 = (gm1 )
n
(gn2 )

m
= enem = e

כלומר ,o (g1g2) ≤ k < ∞ לכן, ;(g1g2)
k
= e שעבורו k = mn < ∞ שקיים הוכחנו

.g1g2 ∈ T

,o (g) < ∞ אזי ,g ∈ T אם בפרט, .g ∈ G לכל o
(
g−1

)
= o (g)-ש בתרגול הוכחנו ג.

.o
(
g−1

)
= o (g) < ∞ גם ולכן

.T ≤ G המקוצר, הקריטריון לפי הכל, בסך

אבליות. H-ו G אם ורק אם אבלית היא G×H הוכיחו: חבורות. G,H תהיינה .2 שאלה

בנפרד. גרירה כל נוכיח הוכחה.
עבור (ההוכחה אבלית G-ש נוכיח אבליות. H-ו G-ש צ”ל אבלית. G×H-ש נניח ⇐

סימטרי). באופן H
כי לב נשים .g1g2 = g2g1 כי להוכיח רוצים .g1, g2 ∈ G יהיו

(g1g2, eH) = (g1, eH) (g2, eH) = (g2, eH) (g1, eH) = (g2g1, eH)

זוגות של שוויון שקיבלנו כיוון אבלית. G × H-ש בנתון השתמשנו השני במעבר כאשר
אבלית. G הכל ובסך ,g1g2 = g2g1 לכן – שווה הראשון הרכיב סדורים,

אבלית. G×H-ש צ”ל אבליות. H-ו G-ש נניח ⇒
לכן .(g1, h1) , (g2, h2) ∈ G×H יהיו

(g1, h1) (g2, h2) = (g1g2, h1h2) = (g2g1, h2h1) = (g2, h2) (g1, h1)

אבלית. G×H לכן אבליות. H-ו G-ש בנתון השתמשנו השני במעבר כאשר
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הומומורפיזמים של הכלים עם אחרת, בדרך גם להוכיח אפשר היה ⇐ הכיוון את הערה.
π1 (g, h) = ידי על המוגדר π1 : G×H → G אפימורפיזם לנו יש הזמן). באותו למדנו (שלא
מתרגיל שאלה (לפי אבלית G = Imπ1 גם אבלית, G×H אם אפימורפיזם). שזהו (ודאו g

.H עבור דומה באופן .(7

על נסתכל סופי. מסדר איברים h ∈ H ,g ∈ G ויהיו חבורות, G,H תהיינה .3 שאלה
(g, h) של הסדר (כלומר: o ((g, h)) = [o (g) , o (h)] הוכיחו: .(g, h) ∈ G × H האיבר

.(o (h) ושל o (g) של המינימלית המשותפת הכפולה הוא

דברים: שני להראות צריך .k = [m,n] ,n = o (h) ,m = o (g) נסמן הוכחה.

.(g, h)k = (eG, eH) א.

יותר לרוב שזה ,k | ℓ כי להראות גם (אפשר k ≤ ℓ אזי ,(g, h)ℓ = (eG, eH) אם ב.
נוח).

אכן,

לכן .
k

m
,
k

n
∈ Z כלומר .n | k-ו m | k שמתקיים יודעים אנחנו ,k = [m,n]-ש כיוון א.

(g, h)
k
=

(
gk, hk

)
=

(
(gm)

k
m , (hn)

k
n

)
= (eG, eH)

משפט לפי .hℓ = eH ,gℓ = eG בפרט לכן, .
(
gℓ, hℓ

)
= (g, h)

ℓ
= (eG, eH) כי נניח ב.

,n | ℓ וגם m | ℓ-ש הוכחנו .n = o (h) | ℓ וגם m = o (g) | ℓ כי נובע מההרצאה,
כדרוש. ,k = [m,n] | ℓ ולכן

.G = U14 × Z4 על נסתכל .4 שאלה

נמקו. ?G-ב (3, 2) של הסדר מהו א.

נמקו. אבלית? G האם ב.

נמקו. ציקלית? G האם ג.
.(3 בשאלה היעזרו (הדרכה:

פתרון.

הזו, השאלה לפי .3 בשאלה להיעזר אפשר אבל מומלץ), (לא לחשב להתחיל אפשר א.
ישיר, חישוב ידי על .Z4-ב 2 של הסדר ואת U14-ב 3 של הסדר את לחשב מספיק

לכן, .2 הוא Z4-ב 2 של והסדר ,6 הוא U14-ב 3 של הסדר

o ((3, 2)) = [6, 2] = 6

.(2 שאלה (לפי אבלית U14 × Z4 גם ולכן אבליות, Z4-ו U14-ש יודעים אנחנו ב.

U14×Z4 אם לבדוק כדי כלומר, .|U14 × Z4| = φ (14) ·4 = 6 ·4 = 24 כי לב נשים ג.
.24 מסדר איבר בה יש אם לבדוק מספיק ציקלית,

.[o (g) , o (h)] = 24 שיתקיים צריך ,24 יהיה (g, h) של שהסדר כדי ,4 שאלה לפי
הם U14-ב האיברים של הסדרים ואילו ,1, 2, 4 הם Z4-ב האיברים של הסדרים
מאוחר). יותר שלמדנו בלגראנז’ שימוש ידי על או ישירה, בדיקה ידי (על 1, 2, 3, 6

יתקיים ,o (h) = ו-4 o (g) = 6 אם גם - 24 ייצא lcm-ה שבה דרך אין לכן,

o ((g, h)) = [o (g) , o (h)] = [6, 4] = 12

ציקלית. חבורה לא זו לכן
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מהצורה בהכרח היא G×H של K תת-חבורה כל האם חבורות. G,H תהיינה .5 שאלה
דוגמה תנו או הוכיחו ?H של תת-חבורה K2-ו G של תת-חבורה K1 כאשר ,K1 × K2

נגדית.

לא! היא התשובה פתרון.
.G×H = Z2×Z2 כלומר טריוויאלית). לא חבורה כל לקחת (אפשר G = H = Z2 ניקח

על נסתכל
K = ⟨(1, 1)⟩ = {(0, 0) , (1, 1)}

להציג אפשר אי אבל .K ≤ Z2 × Z2 ,((1, 1) ידי על הנוצרת (כתת-החבורה K מהגדרת
ומקבלים ,0, 1 ∈ K2 וגם 0, 1 ∈ K1 אז (כי כנ”ל K1×K2 תתי-חבורות של כמכפלה K את

.(K1 ×K2 = Z2 × Z2 ̸= K כלומר ,K1 = K2 = Z2

ככה: הולכת ההוכחה הנפוצה. השגויה ההוכחה את נציג כעת
נגדיר תת-חבורה. K ≤ G×H תהי

K1 = {g ∈ G|∃h ∈ H : (g, h) ∈ K}
K2 = {h ∈ H|∃g ∈ G : (g, h) ∈ K}

,K = K1×K2-ש ברור למשל). המקוצר, (הקריטריון K2 ≤ G-ו K1 ≤ G-ש לבדוק קל אז
סיימנו. ולכן

נכון. לא הוא למעשה, ברור. לא באדום שכתוב שמה בזה היא שניחשתם, כמו הבעיה,
.K1 ×K2 = Z2 × Z2 ̸= K ואז ,K1 = K2 = Z2-ש מקבלים להלן, הנגדית בדוגמה

את וחשבו זרים, מחזורים כמכפלת σ את כתבו הבאות, מהתמורות σ תמורה לכל .6 שאלה
:σ2

.S9-ב

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 2 9 7 1 6 4 3 8

)
א.

.S5-ב (1 2) (2 5 4) (3 1 4) (1 5) ב.

פתרון.

את יש כי מקבלים בתרגול. שראינו הדרך לפי מפרקים .σ הנתונה התמורה את נסמן א.
הבאים: המעגלים

1 7→ 5 7→ 1, 3 7→ 9 7→ 8 7→ 3, 4 7→ 7 7→ 4

לעצמו). אחד כל נשלחים ו-6 2) σ = (1 5) (3 9 8) (4 7) לכן
נקבל: זה, עם זה מתחלפים זרים שמחזורים כיוון σ2 את נחשב

σ2 = (1 5)
2
(3 9 8)

2
(4 7)

2
= (3 8 9)

אותה נכתוב נוחה; בצורה נתונה לא בכלל התמורה פה .σ הנתונה התמורה את נסמן ב.
מטריצה: של כמו בצורה

σ =

(
1 2 3 4 5
4 5 2 3 1

)
:σ2 את נחשב .σ = (1 4 3 2 5) כלומר אחד, מעגל פה שיש לראות קל לכן

σ2 = (1 4 3 2 5)
2
= (1 3 5 4 2)
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