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 מרחבים מטריים

 תזכורת

  קבוצה 𝑀𝑀כאשר   (𝑀𝑀,𝑑𝑑)כזוג  יםדרגמטרי מ ב. מרחהגדרה

𝑑𝑑:𝑀𝑀2 היפונקצ 𝑑𝑑 -ו → :כך שלכל  (∞,0] 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ 𝑀𝑀 

1(    𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑥𝑥אם''ם      0 = 𝑦𝑦  
2(    𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑥𝑥)  
3(    𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

: (מהארצאה) ותדוגמא  

 (𝑀𝑀,𝑑𝑑0−1)   מרחב אוקלידי  ,ℝ𝑛𝑛 :ובפרט  ℝ  עם מטריקה𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦| 

========================================================== 

′𝑀𝑀אם  ⊆ 𝑀𝑀   אז(𝑀𝑀′,𝑑𝑑)  גם מרחב מטרי ומטריקה𝑑𝑑 .עליו נקראת מושרה 

================================================= 

𝑀𝑀. תהי    1  תרגיל  = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐} פונקציהכך ש 𝑑𝑑:𝑀𝑀2 → ℝ ניתנה בטבלאות 
מסמן  𝑦𝑦ושורה   𝑥𝑥בכל טבלה מספר שנמצא בחיתוך של עמודה  :הלמט 6 - 1

,𝑥𝑥בין הטיברים  𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)מרחק  𝑦𝑦. 
 ?מטריקה ותמגדיר אותטבלמהאילו  

 :𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝒅𝒅 1 טבלה
 5 3 0 𝑎𝑎 
 4 0 3 𝑏𝑏 
 0 4 5 𝑐𝑐 

 כל האקביומות מתקימות. . זאת מטריקה :) 1תרון (טבלה פ

 :𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝒅𝒅 2 טבלה
 5 3 0 𝑎𝑎 
 0 0 3 𝑏𝑏 
 0 0 5 𝑐𝑐 

.𝑑𝑑(𝑏𝑏מטריקה :לא . זאת )2פתרון (טבלה  𝑐𝑐) = 𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑏𝑏) = 𝑏𝑏-, למרות ש0 ≠ 𝑐𝑐  



 

 :𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝒅𝒅 3 טבלה
 2 3 0 𝑎𝑎 
 2 0 3 𝑏𝑏 
 0 2 2 𝑐𝑐 

 יומות מתקימות.סכל האק . זאת מטריקה :) 3פתרון (טבלה  
 

 :𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝒅𝒅 4 טבלה
 1 3 0 𝑎𝑎 
 1 0 3 𝑏𝑏 
 0 1 1 𝑐𝑐 

 :לא מתקיימת 3האקסיומה  מטריקה :לא . זאת ) 4פתרון (טבלה  

 𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 3 > 1 + 1 = 𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑐𝑐) + 𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑏𝑏) 

 

 :𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝒅𝒅 5 טבלה
 5 3 0 𝑎𝑎 
 4 1 3 𝑏𝑏 
 1 4 5 𝑐𝑐 

 לא מתקיימת: 1האקסיומה  מטריקה :לא . זאת ) 5פתרון (טבלה  
 𝑑𝑑(𝑏𝑏, 𝑏𝑏) = 𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑐𝑐) = 1 > 0 

 :𝑐𝑐 𝑏𝑏 𝑎𝑎 𝒅𝒅 6 טבלה
 5 3- 0 𝑎𝑎 
 4 0 3- 𝑏𝑏 
 0 4 5 𝑐𝑐 

,𝑑𝑑(𝑎𝑎  מטריקה :לא . זאת ) 6פתרון (טבלה  𝑏𝑏) = −3 < 0 

 

 



  )תזכורת(הגדרה. 
𝑥𝑥,מרחב מטרי,   (𝑀𝑀,𝑑𝑑)     יהי ∈ 𝑀𝑀 ו-  𝑟𝑟 ∈ ℝ, 𝑟𝑟 > 0  . 

,𝐵𝐵(𝑥𝑥קבוצה תת  𝑟𝑟) = {𝑦𝑦 ∈ 𝑀𝑀 | 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑥𝑥) < 𝑟𝑟}  כדור פתוחנקראת 
.ורדיוס  𝑥𝑥עם מרכז   𝑟𝑟 
 

 

 

 )תזכורת( התכנסות., סדרות 

ℕ ∋ 𝑛𝑛 ↦ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀 

𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,𝑥𝑥3 … 

𝑠𝑠:ℕהיא פונקציה    𝑥𝑥𝑛𝑛סדרה מרחב מטרי .  𝑀𝑀יהי   הגדרה. → 𝑀𝑀  . 

𝑠𝑠(𝑛𝑛)סימון:  = 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀.   

 סדרה רושמים כמה איבריה בצורה גלויה:לפעמים כדח להגדיר 

1, 1
2

, 1
3

, …   

 נוסחה,סדרה על עדי ה אז רושמים  𝑥𝑥𝑛𝑛 איבריימת נוסחה ללפעמים ק

1למשל:  
2𝑛𝑛 

1מסמנת סדרה  
2

, 1
4

, 1
8

…  . 

 הערה חשובה

 זה לא אותו דבר! {𝑥𝑥𝑛𝑛}קבוצת אבריה  -ו 𝑥𝑥𝑛𝑛סדרה  

{𝒙𝒙𝒏𝒏}יק : יבאופן מדו = 𝒔𝒔(ℕ) . 
 

 

 

 



 )תזכורת( .התכנסות

𝑥𝑥𝑛𝑛סדרה .  מרחב מטרי  (𝑀𝑀,𝑑𝑑) יהי   הגדרה. ∈ 𝑀𝑀  סת לנקודה נמתכ𝑎𝑎 ∈ 𝑀𝑀 
 אם:

𝜀𝜀לכל  )1 > 𝑛𝑛0קיים   0 ∈ ℕ   כך שלכל𝑛𝑛 ∈ ℕ,𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0  
𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎)מתקיים  < 𝜀𝜀 . 

⇕     
𝜀𝜀לכל  )2 > 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎)האי שוויון  0 < 𝜀𝜀  חוץהסדרה מתקיים לכל איברי 

צה סופית של וחוץ מקב -(יותר מדויק ממספר סופי של האיברים. 
 .)!נדכסיםיאה

 ⇕ 
𝜀𝜀לכל  )3 > ,𝐵𝐵(𝑎𝑎נמצא מחוץ לכדור  רק מספר סופי של איברי הסדרה 0 𝜀𝜀). 

כולים להימצא  י נדכסיםיאהסופית של  צהוקבברים עם ירק א –(יותר מדויק 
 ).מחוץ לכדור

      ⇕  
𝜀𝜀לכל   )4 > כל איברי הסדרה החל ממקום (אינדקס) מסוים נמצאים בתוך  0

,𝐵𝐵(𝑎𝑎הכדור  𝜀𝜀). 
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 תרגיל. 
𝜹𝜹(𝒙𝒙,𝒚𝒚)-כך ש 𝑀𝑀שתי מטריקות על הקבוצה   𝛿𝛿 -ו  𝑑𝑑ו יהי ≤ 𝒅𝒅(𝒙𝒙,𝒚𝒚)  לכל

𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑀𝑀 .ש הוכיחו- ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝛿𝛿
→ 𝑥𝑥  𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑑𝑑
→ 𝑥𝑥   . 

𝑥𝑥𝑛𝑛 מוןי( הס
𝜌𝜌
→ 𝑥𝑥  ומשמעות: 𝑥𝑥𝑛𝑛  מתכונסת ל𝑥𝑥  בחחס למטריקה𝜌𝜌.( 

 
,𝐵𝐵𝜌𝜌(𝑥𝑥 -ב 𝜌𝜌ח ביחס למטריקה ונסמן כדור פת  : הוכחה 𝑟𝑟). 
,𝐵𝐵𝑑𝑑(𝑥𝑥 :בעעוי התרגיל נאמתננעיר ש 𝑟𝑟) ⊆ 𝐵𝐵𝛿𝛿(𝑥𝑥, 𝑟𝑟). (*) 

(𝒚𝒚 ∈ 𝑩𝑩𝒅𝒅(𝒙𝒙,𝒓𝒓) ⇒ 𝒅𝒅(𝒚𝒚,𝒙𝒙) < 𝒓𝒓 ⇒ 𝜹𝜹(𝒚𝒚,𝒙𝒙) ≤ 𝒅𝒅(𝒚𝒚,𝒙𝒙) < 𝒓𝒓 ⇒ 𝒚𝒚 ∈ 𝑩𝑩𝜹𝜹(𝒙𝒙, 𝒓𝒓) ) 

𝑥𝑥𝑛𝑛 -סדרה כך ש 𝑥𝑥𝑛𝑛תהי  ,עכשיו
𝑑𝑑
→ 𝑥𝑥  וניקח𝜀𝜀 > 0   . 

,𝐵𝐵𝑑𝑑(𝑥𝑥-ל  חוץמנמצאות  𝑥𝑥𝑛𝑛 נקודות אזי רק מספר סופי של 𝜀𝜀) בוודאי  ולכן
,𝐵𝐵𝛿𝛿(𝜀𝜀-ל  מחוץנמצאות  נקודותלא יותר  𝑟𝑟)  - .(*) בגלל 

𝑥𝑥𝑛𝑛 , לפי הגדרות בדף הקודם, לכן
𝛿𝛿
→ 𝑥𝑥 .מש''ל. 

 

 (חדשה) הגדרה.
 אם קיים כדור  חסומהנקראת   (𝑀𝑀,𝑑𝑑)במ''מ  ′𝑀𝑀תת קבוצה 

,𝐵𝐵(𝑥𝑥0פתוח   𝑟𝑟0) ⊆ 𝑀𝑀  כך ש- 𝑀𝑀′ ⊆ 𝐵𝐵(𝑥𝑥0, 𝑟𝑟0). 
 שמכל את תת הקבוצה כולה. פתוחקיים כדור   או במלים אחרות

 
 הגדרה (תזכורת).

𝜀𝜀אם לכל   סדרת קושינקראת במרחב מטרי  𝑥𝑥𝑛𝑛סדרה  > 0   
𝑛𝑛0קיים  ∈ ℕ  כך שלכל𝑚𝑚,𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0  :מתקיים𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑛𝑛) < 𝜀𝜀. 

 
 אם קבוצת  מהחסונקראת  𝑥𝑥𝑛𝑛הסדרה  (חדשה) .הגדרה

 חסומה.  {𝑥𝑥𝑛𝑛}איבריה 
 
 
 
 
 
 



 תרגיל .
 במ''מ היא סדרה חסומה. שיות קשכל סדר הוכיחו

 
𝜀𝜀אם נקח ( . אזידרת קושי סהיא  𝑥𝑥𝑛𝑛ח יננ   הוכחה. = 1 (  

𝑛𝑛0 קיים  ∈ ℕ שלכל כך𝑚𝑚,𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0  :מתקיים𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑚𝑚, 𝑥𝑥𝑛𝑛 ) <  :בפרטאז  1
𝑛𝑛לכל  ≥ 𝑛𝑛0  :מתקיים𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑥𝑥𝑛𝑛0  ) < 1 . 
𝑟𝑟 :ניקח = max{𝑑𝑑(𝑥𝑥1,𝑛𝑛0),𝑑𝑑(𝑥𝑥2,𝑛𝑛0), … ,𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛0−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛0   �, 1} + 1

2
 . 

,𝐵𝐵(𝑛𝑛0וך תנמצאים ב 𝑥𝑥𝑛𝑛אז כל האיברים  𝑟𝑟) )!מש''ל.)תבדקו , 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .ת חסומהסכל סדרה מתכנ. מסכנה
 .חסומההיא  ). לכןדרת קושי (ההרצאהסהיא  תסכל סדרה מתכנ הוכחה:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 (לא פורמלית)  הגדרה
. אם אנחמו "נזרוק" חלק מאיברי  𝑀𝑀סדרה במרחב מטרי  𝑥𝑥𝑛𝑛תהי 

 שנשארו נמספר מחדש בלי שינוי סדר, בריםאיההסדרה ואת 
  . 𝑥𝑥𝑛𝑛תת סדרה של סדרה את ראז נקבל סדרה חדשה שנק 

 -ח שיננ
 , 𝑛𝑛1  מספר דרה המקוריתבס  סדרה החדשה היהה שללאיבר הראשון 

 ,𝑛𝑛2     מספרבסדרה המקורית   היה    סדרה החדשהה שללאיבר השני 
 ,𝑛𝑛3    מספרבסדרה המקורית  היה  סדרה החדשהה שללאיבר השלישי 

..... 
 𝑛𝑛𝑖𝑖        מספר בסדרה המקורית יהה סדרה החדשהה של 𝑖𝑖לאיבר מספר 

....... 
𝑛𝑛1 כאן:            < 𝑛𝑛2 < 𝑛𝑛3 < ⋯ < 𝑛𝑛𝑖𝑖 < ⋯  

 .𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖-נים כמתת סדרה מס
 אפשר להציג תת סדרה בטבלה:

… 
… 
… 

𝑖𝑖 
↧ 
𝑛𝑛𝑖𝑖 
↧ 
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖 

… 
… 
… 

4 
↧ 
𝑛𝑛4 
↧ 
𝑥𝑥𝑛𝑛4 

3 
↧ 
𝑛𝑛3 
↧ 
𝑥𝑥𝑛𝑛3 

2 
↧ 
𝑛𝑛2 
↧ 
𝑥𝑥𝑛𝑛2 

1 
↧ 
𝑛𝑛1 
↧ 
𝑥𝑥𝑛𝑛1 

 
 הטבלה מובילה להגדרה פןרמלית של תת סדרה:

 
  (פורמלית)  הגדרה

𝑠𝑠:ℕמוגדרת כפונקציה  𝑥𝑥𝑛𝑛 סדרה תהי → 𝑀𝑀  כך ש-𝑠𝑠(𝑛𝑛) = 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀.   
𝜎𝜎:ℕתהי פונקציה  → ℕ  .ההרכבה אזי עולה ממש𝑠𝑠 ∘ 𝜎𝜎  נקראת 

 .  𝑥𝑥𝑛𝑛תת סדרה של 
 

. 
 
 
 
 



 תרגיל 
 .ולאותו גבול תכנסתדרה מתכנסת גם מסכל תת סדרה של   הוכיחו:
𝑥𝑥𝑛𝑛 היוי :הוכחה → 𝑎𝑎  ו-𝜀𝜀 > 0 . 

,𝐵𝐵𝑐𝑐(𝑎𝑎-ב יםנמצא  𝑥𝑥𝑛𝑛 איברי פי שלסופר סמאזי רק  𝜀𝜀 )  על אחת כמה . אז
 יםנמצא  𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖  תת סדרה איברי סופי שלרק מספר מספר  וכמה, 

,𝐵𝐵𝑐𝑐(𝑎𝑎 -ב  𝜀𝜀 )  כי סדרת האינדקסים𝑛𝑛𝑖𝑖 .לכן  עלה ממש𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖 → 𝑎𝑎.מש''ל , 
,𝐵𝐵𝑐𝑐(𝑎𝑎הערה.  𝜀𝜀 )  מסמן משלים לכדור𝐵𝐵(𝑎𝑎, 𝜀𝜀 ). 

 
 תזכורת 

𝑓𝑓:𝑀𝑀פונקציה . טמשפ → 𝑁𝑁 רציפה ב-𝑎𝑎    אם''ם 
𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) → 𝑓𝑓(𝑎𝑎) 

 
 


