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 חזרה במד"ר

 –מד"ר ניתנת להפרדה  תזכורת:

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

,𝑓(𝑥כאשר  𝑦) = 𝑔(𝑥) ⋅ ℎ(𝑦) ,𝑓  ו– 𝑔  פונקציות רציפות. את המד"ר נוכל לפתור באופן

 הבא:

𝑦′(𝑥) =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑔(𝑥) ⋅ ℎ(𝑦) 

𝑑𝑦

ℎ(𝑦)
= 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 

 .𝑦נוכל לבצע אינטגרל ולקבל פתרון. אם אפשר, רצוי לחלץ את 

 

 תרגיל:

 :פתרו את המד"ר

𝑦′ =
𝑥

𝑦2 + 1
= 𝑥 ⋅

1

𝑦2 + 1
 

 פתרון:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 ⋅

1

𝑦2 + 1
 

(1 + 𝑦2) 𝑑𝑦 = 𝑥 𝑑𝑥 

 נבצע אינטגרל:

mailto:mordehay.yakov@gmail.com
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∫(1 + 𝑦2)𝑑𝑦 = ∫𝑥 𝑑𝑥 

𝑦 +
𝑦3

3
=
𝑥2

2
+ �̃� 

2𝑦3 + 6𝑦 − 3𝑥2 = 𝑐  

 נסמן:כאשר 

6�̃� = 𝑐 

∎ 

 

 תרגיל:

 פתרו את המד"ר:

𝑥𝑒𝑥
2
+ 𝑦 ⋅ 𝑦′ = 0 

 פתרון:

𝑦 ⋅ 𝑦′ = −𝑥𝑒𝑥
2
 

𝑦 ⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥𝑒𝑥

2
 

𝑦 𝑑𝑦 = −𝑥𝑒𝑥
2
𝑑𝑥 

 נבצע אינטגרל:

∫𝑦 𝑑𝑦 = ∫−𝑥𝑒𝑥
2
𝑑𝑥 

𝑦2

2
= −

1

2
∫2𝑥𝑒𝑥

2
𝑑𝑥 = −

1

2
𝑒𝑥

2
+ �̃� 

𝑦2 = 𝑒𝑥
2
+ 𝑐  

 צורה סתומה של הפתרון.

∎ 

 

 תרגיל:

 פתרו את המד"ר:

𝑦′ = 𝑥𝑦 

 פתרון:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥𝑦 
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𝑦 -)נניח ש  𝑦 –נחלק ב  ≠ 0:) 

1

𝑦
𝑑𝑦 = 𝑥 𝑑𝑥 

 נבצע אינטגרל:

∫
1

𝑦
𝑑𝑦 = ∫𝑥 𝑑𝑥 

ln|𝑦| =
𝑥2

2
+ �̃� 

|𝑦| = 𝑒
𝑥2

2 + 𝑒𝑐̃⏟
𝑐 נסמן

 

|𝑦| = 𝑐𝑒
𝑥2

2  

𝑦 = ±𝑐𝑒
𝑥2

2  

𝑦אם  = ′𝑦, נקבל 0 =  ואם נציב במד"ר נקבל פסוק אמת. לכן: 0

𝑦(𝑥) = {𝑐𝑒
𝑥2

2 , 𝑦 = 0
0, 𝑦 = 0

 

∎ 

 

 הערה:

 נזדקק לתנאי התחלה. 𝑐למציאת 

 

 :𝐼מד"ר לינארית מסדר  תזכורת:

𝑎(𝑥) ⋅ 𝑦′ + 𝑏(𝑥) ⋅ 𝑦 = 𝑐(𝑥) 

 :𝐼צורה סטנדרטית של מד"ר לינארית מסדר 

𝑦′ +
𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥)⏟
𝑃(𝑥)

𝑦 =
𝑐(𝑥)

𝑎(𝑥)⏟
𝑄(𝑥)

 

(1)  𝑦′(𝑥) + 𝑃(𝑥) ⋅ 𝑦(𝑥) = 𝑄(𝑥)  

(2)  𝑦 = 𝑦ℎ⏟
פתרון כללי

להומוגני

+ 𝑦𝑝⏟
פתרון פרטי

אחד

 

𝑄(𝑥)אם   , אז המד"ר נקראת גם הומוגנית.=
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𝑦ℎ
′ + 𝑃(𝑥)𝑦ℎ = 0 

𝑑𝑦ℎ
𝑑𝑥

= −𝑃(𝑥)𝑦ℎ 

∫
𝑑𝑦ℎ
𝑦ℎ
= ∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

ln|𝑦ℎ| = ∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐 

𝑦ℎ = ±𝐴⏟
𝑘

𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥  

  – , הפתרון הכללי לחלק ההומוגני הואלכן

𝑦ℎ = 𝑘 ⋅ 𝑒
−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥  

 :(1) -ב  (2)אם נציב את 

𝑦ℎ
′ + 𝑦𝑝

′ + 𝑃(𝑥) ⋅ [𝑦ℎ + 𝑦𝑝] = 𝑄(𝑥) 

𝑦ℎ
′ + 𝑃(𝑥)𝑦ℎ⏟        

=0

+ 𝑦𝑝
′ + 𝑃(𝑥)𝑦𝑝 = 𝑄(𝑥) 

(3)  𝑦𝑝
′ + 𝑃(𝑥)𝑦𝑝 = 𝑄(𝑥)  

(4)  𝑦𝑝 = 𝑘(𝑥) ⋅ 𝑒
−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

 היא וריאציית הפרמטרים. (4)נוסחה 

 :(3) -ב  (4)נציב את 

𝑘′(𝑥)𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 − 𝑘(𝑥) ⋅ 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 ⋅ 𝑃(𝑥) + 𝑃(𝑥) ⋅ 𝑘(𝑥) ⋅ 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑄(𝑥) 

𝑘′(𝑥)𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑄(𝑥) 

𝑘′(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥  

𝑘(𝑥) = ∫[𝑄(𝑥)𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥] 𝑑𝑥 + 𝑐  

  –ואז 

𝑦𝑝 = (∫[𝑄(𝑥)𝑒
∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥] 𝑑𝑥) 𝑒−∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

 

 תרגיל:

 פתרו את המד"ר:

𝑦′ = 𝑥 +
𝑦

𝑥
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 פתרון:

𝑦 -נכתוב  = 𝑦ℎ + 𝑦𝑝. 

𝑦ℎ
′ =

𝑦ℎ
𝑥

 

𝑑𝑦ℎ
𝑑𝑥

=
𝑦ℎ
𝑥

 

𝑑𝑦ℎ
𝑦ℎ

=
1

𝑥
𝑑𝑥 

ln|𝑦ℎ| = ln|𝑥| + �̃� 

𝑦ℎ = 𝑐 ⋅ 𝑥 

  –כעת 

𝑦𝑝
′ =

𝑦𝑝

𝑥
+ 𝑥 

𝑦𝑝 = 𝑐(𝑥) ⋅ 𝑥 

𝑐′(𝑥) ⋅ 𝑥 + 𝑐(𝑥) ⋅ 1 =
𝑐(𝑥) ⋅ 𝑥

𝑥
+ 𝑥 

𝑐′(𝑥) ⋅ 𝑥 = 𝑥 

𝑥 (𝑥 –נחלק ב  ≠ 0:) 

𝑐′(𝑥) = 1 

𝑐(𝑥) = 𝑥 

  –לכן 

𝑦𝑝 = 𝑐(𝑥) ⋅ 𝑥 = 𝑥 ⋅ 𝑥 = 𝑥
2 

  –ובסה"כ 

𝑦 = 𝑐𝑥 + 𝑥2  

∎ 

 

 תרגיל:

 פתרו את המד"ר:

𝑦′ cos(𝑥) − 𝑦 sin(𝑥) = 1 

 פתרון:

cos(𝑥) -נחלק ב  ≠ 0: 
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𝑦′ − tan(𝑥) 𝑦 =
1

cos(𝑥)
 

𝑃(𝑥) = − tan(𝑥) 

𝑄(𝑥) =
1

cos(𝑥)
 

 פתרון הומוגני:

𝑦ℎ
′ − tan(𝑥) 𝑦ℎ = 0 

𝑑𝑦ℎ
𝑦ℎ
= tan(𝑥) 𝑑𝑥 

ln|𝑦ℎ| = ∫ tan(𝑥) 𝑑𝑥 + �̃� 

𝑦ℎ(𝑥) = 𝑐𝑒
∫ tan(𝑥)𝑑𝑥 

 נחשב את האינטגרל:

∫tan(𝑥) 𝑑𝑥 = −∫−
sin(𝑥)

cos(𝑥)
𝑑𝑥 =⏟

𝑢=cos𝑥
𝑑𝑢=−sin𝑥 𝑑𝑥

−∫
1

𝑢
𝑑𝑢 = − ln(𝑢) = − ln(𝑐𝑜𝑠(𝑥))

= ln (
1

𝑐𝑜𝑠(𝑥)
) 

  –לכן 

𝑦ℎ = 𝑐 ⋅ 𝑒
ln(

1
𝑐𝑜𝑠(𝑥)

)
=

𝑐

cos(𝑥)
 

 :)נשתמש בנוסחה( פתרון פרטי

𝑦𝑝 =
∫

1
cos(𝑥)

𝑒−∫ tan(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑒−∫ tan(𝑥)𝑑𝑥
=
∫

1
cos(𝑥)

𝑒ln|𝑐𝑜𝑠(𝑥)|𝑑𝑥

𝑒−∫ tan(𝑥)𝑑𝑥
=
∫
cos(𝑥)
cos(𝑥)

𝑑𝑥

𝑒ln|𝑐𝑜𝑠(𝑥)|
=

𝑥

cos(𝑥)
 

 –בסה"כ 

𝑦 =
𝑐

cos(𝑥)
+

𝑥

cos(𝑥)
 

∎ 

 

 מד"ר מסדר שני עם מקדמים: תזכורת:

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0 

𝑦ניצב פתרון  = 𝑒𝑟𝑥: 

𝑎𝑟2𝑒𝑟𝑥 + 𝑏𝑟𝑒𝑟𝑥 + 𝑐𝑒𝑟𝑥 = 0 
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𝑒𝑟𝑥 -נחלק ב  ≠ 0: 

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

 פולינום אופייני או משוואה אופיינית.

 –( 𝑆𝐿בעיית שטורם ליוביל ) תזכורת:

 בעיית שפה:

{
𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0
𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0

 

0 ≤ 𝑋 ≤ 𝐿 

 פרמטר. 𝜆כאשר 

 מקרים: 3 –בעיית השפה "בעיית שטורם ליוביל" נחלק ל  את

𝜆עבור  :1מקרה  = 0: 

𝑋′′ = 0 

𝑋′ = 𝑐 

{
𝑋(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑
𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0

 

0 = 𝑋(0) = 𝑑 ⇒ 𝑑 = 0 

0 = 𝑋(𝐿) = 𝑐𝐿 

𝐿>0
⇒  𝑐 = 0 

  –ואז 

𝑋(𝑥) = 0 

𝜆עבור  :2מקרה  > 0: 

{
𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0

𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0
 

𝑦נציב פתרון  = 𝑒𝑟𝑥: 

𝑟2𝑒𝑟𝑥 + 𝜆𝑒𝑟𝑥 = 0 

𝑟2 + 𝜆 = 0 

𝑟2 = −𝜆 

𝑟 = ±√−𝜆 = ±𝑖√𝜆 

 פתרונות: 2קיבלנו 

𝑥1 = 𝑒
𝑖√𝜆𝑥 , 𝑥2 = 𝑒

−𝑖√𝜆𝑥 

𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos(√𝜆𝑥) + 𝑐2 sin(√𝜆𝑥) 
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  –כעת 

{
𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0

𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos(√𝜆𝑥) + 𝑐2 sin(√𝜆𝑥)
 

 נציב תנאי שפה:

0 = 𝑋(0) = 𝑐1 ⇒ 𝑐1 = 0 

 נקבל:

{
𝑋(𝑥) = 𝑐2 sin(√𝜆𝑥)

𝑋(𝐿) = 0
 

𝑐2 sin(√𝜆𝐿) = 0 

𝑐2 -נניח ש  ≠ 𝑋(𝑥), אחרת 0 = 0: 

sin(√𝜆𝐿) = 0 

√𝜆𝐿 = 𝑛𝜋 

 ע"ע:

𝜆𝑛 = (
𝑛𝜋

𝐿
)
2

 

 :צמיותעפונקציות 

𝑋𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛 sin (
𝑛𝜋

𝐿
𝑥) 

את הפונקציות העצמיות מוצאים ע"י הצבה של הערכים העצמיים בתוך הפתרון  הערה:

 .𝑋(𝑥)הכללי של 

𝜆עבור  :3מקרה  < 0: 

{
𝑋′′ + 𝜆𝑋 = 0

𝑋(0) = 𝑋(𝐿) = 0
 

 פולינום אופייני:

𝑘2 + 𝜆 = 0 

𝑘2 = −𝜆 ⇒ 𝑘 = ±√−𝜆 

 פתרונות: 2קיבלנו 

𝑥1 = 𝑒
√−𝜆𝑥 , 𝑥2 = 𝑒

−√−𝜆𝑥 

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑒
√−𝜆𝑥 + 𝑐2𝑒

−√−𝜆𝑥 

 נציב תנאי שפה:

𝑋(0) = 𝑐1 + 𝑐2 = 0 ⇒ 𝑐2 = −𝑐1 

 לכן:
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𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑒
√−𝜆𝑥 − 𝑐1𝑒

−√−𝜆𝑥 

0 = 𝑋(𝐿) = 𝑐1𝑒
√−𝜆𝐿 − 𝑐1𝑒

−√−𝜆𝐿 

𝑐1 (𝑒
√−𝜆𝐿 − 𝑒−√−𝜆𝐿)⏟            

≠0

= 0 

𝑐1 = 0 ⇒ 𝑐2 = 0 

𝑋(𝑥)ואז  = 0. 

 התרגיל:לסיכום 

𝜆 = 0 𝜆 < 0 𝜆 > 0 

𝑋(𝑥) = 0 𝑋(𝑥) = 0 
𝜆𝑛 = (

𝑛𝜋

𝐿
)
2

 

0 ≠ 𝑋(𝑥) = 𝐶𝑛 sin (
𝑛𝜋𝑥

𝐿
) 

 

∎ 
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 חזרה באינפי

 תרגיל:

,𝑧(𝑥 -הוכח ש  𝑦) = 𝜑 (𝑥2 − 𝑦2⏟    
𝑡

פונקציה גזירה המקיימת את המשוואה  𝜑(𝑡)כאשר  (

 הבאה:

𝑦 ⋅
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑥 ⋅

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

 פתרון:

 השרשרת:נחשב נגזרות חלקיות לפי כלל 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=
𝜕𝑧

𝜕𝑡
⋅
𝜕𝑡

𝜕𝑥
= 𝜑𝑡 ⋅ 2𝑥 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=
𝜕𝑧

𝜕𝑡
⋅
𝜕𝑡

𝜕𝑦
= 𝜑𝑡 ⋅ (−2𝑦) 

  –לכן 

𝑦 ⋅ 𝜑𝑡 ⋅ 2𝑥 + 𝑥 ⋅ 𝜑𝑡 ⋅ (−2𝑦) = 0 

 אכן פסוק אמת.

,𝑧(𝑥עבור  𝑦)  נעבור למשתנים𝑡, 𝑠  כך ש–  

𝑡(𝑥, 𝑦) , 𝑠(𝑥, 𝑦) 

,𝑧𝑥נחשב את  𝑧𝑦, 𝑧𝑥𝑥, 𝑧𝑦𝑦, 𝑧𝑥𝑦: 

𝑧𝑥 = 𝑧𝑡 ⋅ 𝑡𝑥 + 𝑧𝑠 ⋅ 𝑠𝑥 

𝑧𝑦 = 𝑧𝑡 ⋅ 𝑡𝑦 + 𝑧𝑠 ⋅ 𝑠𝑦 

𝑧𝑥𝑥 =
𝜕

𝜕𝑥
(𝑧𝑡 ⋅ 𝑡𝑥) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝑧𝑠 ⋅ 𝑠𝑥)

= (𝑧𝑡𝑡 ⋅ 𝑡𝑥 + 𝑧𝑡𝑠 ⋅ 𝑠𝑥)𝑡𝑥 + 𝑧𝑡 ⋅ 𝑡𝑥𝑥 + (𝑧𝑠𝑡 ⋅ 𝑡𝑥 + 𝑧𝑠𝑠 ⋅ 𝑠𝑥)𝑠𝑥 + 𝑧𝑠 ⋅ 𝑠𝑥𝑥
= 𝑧𝑡𝑡 ⋅ 𝑡𝑥

2 + 2𝑧𝑡𝑠 ⋅ 𝑠𝑥 ⋅ 𝑡𝑥 + 𝑧𝑠𝑠 ⋅ 𝑠𝑥
2 + 𝑧𝑠 ⋅ 𝑠𝑥𝑥 + 𝑧𝑡 ⋅ 𝑡𝑥𝑥 

𝑧𝑥𝑦 =
𝜕

𝜕𝑦
(𝑧𝑡 ⋅ 𝑡𝑥) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑧𝑠 ⋅ 𝑠𝑥)

= (𝑧𝑡𝑡 ⋅ 𝑡𝑦 + 𝑧𝑡𝑠 ⋅ 𝑠𝑦)𝑡𝑥 + 𝑧𝑡 ⋅ 𝑡𝑥𝑦 + (𝑧𝑠𝑠 ⋅ 𝑠𝑦 + 𝑧𝑠𝑡 ⋅ 𝑡𝑦)𝑠𝑥 + 𝑧𝑠 ⋅ 𝑠𝑥𝑦 

𝑧𝑦𝑦 .בדומה 

∎ 

 


