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הפרדה תכונות

הפרדה: תכונה בעל יקרא (X, τ) טופולוגיה מרחב הגדרה: .1

להיפך. או x2 /∈ U ו x1 ∈ U ש כך פתוחה U קיימת x1 ̸= x2 לכל אם T0 (א)

שזה לב (שימו .x2 /∈ U ו x1 ∈ U ש כך פתוחה U קיימת x1 ̸= x2 לכל אם T1 (ב)
(x1 /∈ V ו x2 ∈ V ש כך פתוחה V גם שקיימת אומר

x1 ∈ U1, x2 ∈ U2 ש כך U1וU2פתוחות קיימות x1 ̸= x2 לכל אם T2(האוסדורף) (ג)
.U1 ∩ U2 = ∅ ו-

S לכל כלומר בקבוצה. שאינה ונקודה סגורה קבוצה להפריד ואפשר T1 הוא אם T3 (ד)
.x ∈ U1, S ⊆ U2 זרות פתוחות קבוצות קיימות x /∈ S ו סגורה

סגורות, S1, S2 לכל כלומר, זרות. סגורות קבוצות 2 כל להפריד ואפשר T2 הוא T4 (ה)
.S1 ⊆ U1, S2 ⊆ U2ש כך וזרות פתוחות קבוצות U1, U2 קיימות

וכן ,Ti−1 גם בהכרח הוא ,Ti שהוא מרחב כל כלומר, עולה. חוזק בסדר התכונות הערה: .2
באינדוקציה. הלאה

דוגמאות:
אין bול ,bמ שמפרידה סביבה יש aל .τ = {X, ∅, {a}} X = {a, b} שרפינסקי: מרחב .1

.T1 ולא T0 הוא לכן .aמ אותו שמפרידה סביבה
יהיו .T2 ולא T1 שזה נוכיח הקוסופית. הטופולוגיה את נגדיר ,X אינסופית קבוצה על .2
באותו .a את ולא b את מכילה היא סופי) המשלים (כי פתוחה קבוצה זאת {a}c את נקח .a ̸= b

.{b}c את נקח אופן
כל סופי. Ocש אומר זה .b את ולא a את שמכילה פתוחה קבוצה O תהי ?T2 לא זה למה
פתוחה קבוצה אינסופי במרחב אבל סופית. תהיה היא אז .Ocב Oמוכלת עם נחתכת שלא קבוצה
b את שמכילה פתוחה קבוצה קיימת לא ולכן סופי. הוא שלה המשלים כי סופית, להיות יכולה לא

.O עם נחתכת ולא
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נחתכות. ריקות לא פתוחות קבוצות שתי כל הזאת בטופולוגיה למעשה,
מקיימת? היא הפרדה תכונות איזה -R ∪ {p} .3

(האוסדורף). T2 מקיימת שהיא הוכחנו כבר
מניה. בן משלים עם p את שמכילות Rוהקבוצות של הקבוצות תתי כל הן הפתוחות הקבוצות

.x /∈ A סגורה. וAקבוצה נקודה x תהי ?T3 היא האם
Acפתוחה. גם ומהגדרה Aפתוחה, Aולכן ⊆ R אז x = p אם

.{x}c ואת {x} את נקח ולכן פתוח, {x} אז x ̸= p אם
?T4 היא האם

מכילה לא A בה“כ, .p את מכילות ששתיהן ייתכן לא זרות. סגורות קבוצות שתי A,B יהיו
.Ac Aואת את נקח אז Aפתוחה. אז .p את

מטריזבילי. שאינו T4 למרחב דוגמא הבאנו הינה
שXדיסקרטי. הוכיחו .T1 סופי Xמרחב יהי תרגיל:

פתוחה קבוצה יש ,b ̸= a ∈ X לכל .a ∈ X יהי פתוח. נקודון שכל להוכיח מספיק הוכחה:
.b /∈ Vbו a ∈ Vbש כך Vb∩

b∈X

Vb = {a}

פתוח. ולכן פתוחות קבוצות של סופי חיתוך זה
סגור. נקודון כל אמ“ם T1 הוא שמרחב הוכיחו תרגיל:

את ולא a את שמכילה פתוחה קבוצה היא {b}c .a ̸= b יהיו סגור. נקודון שכל נניח פתרון:
ההפך. וכנ“ל .b

לכל פתוח. {a}cש להוכיח שקול סגור. {a}ש להוכיח רוצים .a ∈ X תהי .T1 שהמרחב נניח
שקול: .a את ולא b את שמכילה Obפתוחה קבוצה יש ,b ∈ {a}c

b ∈ Ob ⊆ {a}c

לכן

{a}c =
∪
b ̸=a

Ob

יחיד. גבול יש סדרה לכל T2 במרחב תרגיל:
קבוצות יש אז a ̸= b אם .a = bש ונוכיח ,xn → a, xn → bש נניח סדרה xn תהי הוכחה:
Oaב נמצאים הסדרה איברי כל מסויים ממקום החל התכנסות, מהגדרת .Oa, Ob זרות פתוחות

סתירה. זרות! הן אבל .Obב וגם
נסתכל להלן: .T2 שהוא אומרת לא יחיד, גבול יש סדרה שלכל מקיים שמרחב העובדה הערה:
קבועה xn אמ“ם xn → x הזאת בטופולוגיה הקו-מנייתית. הטופולוגיה עם מניה, בן Xשאינו על
שמכילה פתוחה קבוצה זאת .O = {xn}c ∪ {x} את נקח .xn → x תהי הסבר: .x על לבסוף
האיחוד, של השמאלית הקבוצה הם אז בה, נמצאים הסדרה איברי כל מסויים ממקום החל .x את

.xל שווים כלומר
הקוסופית. הטופולוגיה כמו הוכחה אותה -T2 לא היא

.A ∩O ̸= ∅ ,O ריקה לא פתוחה קבוצה לכל בXאם Aצפופה תזכורת:
ששתי A ⊆ X צפופה קבוצה וקיימת ,T2 הוא Y רציפות, f, g : X → Y יהיו תרגיל:

.f = gש הוכיחו עליה. שוות הפונקציות
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f(x) ∈ קיימות .f(x) ̸= g(x)ש נניח .f(x) = g(x)ש להוכיח צריך .x ∈ X יהי הוכחה:
x ∈ פתוחות. קבוצות אלה f−1(Of ), g

−1(Og) על נסתכל זרות. פתוחות Of , g(x) ∈ Og

עם נחתכת היא לכן ריקה. לא פתוחה קבוצה f−1(Of )∩ g−1(Og) לכן .f−1(Of )∩ g−1(Og)
אז .a ∈ A, f−1(Of ), g

−1(Og) קיים כלומר, הצפופה. הקבוצה

Of ∋ f(a) = g(a) ∈ Og

זרות. שהקבוצות לכך בסתירה

קשירות

לא זרות פתוחות קבוצות X = U ∪ V אם קשיר לא Xש נגיד טופולוגי. מרחב X יהי הגדרה:
זרות. סגורות קבוצות של לאיחוד שקול זה לכן השניה. של המשלים היא אחת שכל נובע ריקות.

טריוויאלית. לא סגוחה קבוצה קיימת שקול:
דוגמאות:

לא סגוחה קבוצה קיימת לא כי קשירה, היא אינסופי מרחב על הקוסופית הטופולוגיה .1
סופית, היא סגורה וקבוצה הנ“ל, בתנאים אינסופית להיות חייבת פתוחה קבוצה כי טרייואלית,

וגם. גם להיות יכולה לא קבוצה אז
כי קשיר, לא האוקלידית הטופולוגיה Qעם .2

Q = ((−∞,
√
2) ∩Q) ∪ ((

√
2,∞) ∩Q)

Xקשיר. אז Aקשיר שאם הוכיחו Aצפוף. ⊆ Xו טופולוגי Xמרחב יהי תרגיל:
אז .X = U ∪ V אז קשיר. שXלא בשלילה נניח הוכחה:

A = (A ∩ U) ∪ (A ∩ V )

שלה החיתוך לכן Aצפופה, כי ריקות! לא והן מרחב, תת בAמהגדרת A∩U,A∩Vפתוחות
שAקשיר. לכך בסתירה זרות. V ו U כי זרות שהן וברור ריק. לא מXהוא פתוחה קבוצה כל עם

.RוQ למשל נכון! לא השני שהכיוון לב שימו
סורגנפריי“. של ”הישר הוא נוסף מעניין טופולוגי מרחב נוספת: דוגמא

מהצורה קטעים של כלשהו איחוד הן הפתוחות הקבוצות ,R היא הקבוצה כך: מוגדר הוא
.[a, b)

קשירה? היא האם
כי לא. פתרון:

R = (−∞, 0) ∪ [0,∞)

(−∞, 0) =
∪
[−n, 0)

[0,∞) =
∪
[0, n)

קשירות רכיבי

מקסימלית. קשירה קבוצה תת היא קשירות רכיב ,X טופולוגי במרחב הגדרה:
הקשירות? רכיבי הם מה סרוגנפריי- של בישר תרגיל:
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קשירה. אינה אחת מנקודה יותר עם קבוצה שכל נוכיח הנקודונים. פיתרון:
אז .a < b ∈ A עם Aקבוצה תהי

A = ((−∞, b) ∩A) ∪ ([b,∞) ∩A)
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