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 חשבו את הגבולות הבאים:  .1
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 לכן סה"כ 
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2.  

∫  חשבו את  . א
8𝑥2−2𝑥+4

(𝑥−1)(𝑥2+2𝑥+2)
𝑑𝑥. 

8𝑥2 − 2𝑥 + 4

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 2𝑥 + 2)
=

2

𝑥 − 1
+

6𝑥

𝑥2 + 2𝑥 + 2
=

2

𝑥 − 1
+ 3 ⋅

2𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 2
−

6

𝑥2 + 2𝑥 + 2
 

∫
2

𝑥 − 1
𝑑𝑥 = 2 ln|𝑥 − 1| 

∫3 ⋅
2𝑥+2

𝑥2+2𝑥+2
𝑑𝑥 = 3ln⁡(𝑥2 + 2𝑥 + 2) 

∫
6

𝑥2 + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥 = 6∫

1

(𝑥 + 1)2 + 1
𝑑𝑥 = 6arctan⁡(𝑥 + 1) 

 סה"כ

∫
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𝑑𝑥 = 2 ln|𝑥 − 1| + 3 ln(𝑥2 + 2𝑥 + 2) − 6 arctan(𝑥 + 1) + 𝐶 
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∫החיובי בשאלה חבר של  גרל האינט
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 ולכן גם הוא מתבדר.  

 

  



𝑎לכל ערך של הפרמטר   .3 ∈ ℝ   למשוואה  ישנם  מצאו כמה פתרונות𝑥(𝑥3 − 10)3 = 𝑎 תשובתכם. , והוכיחו 

 בנה פונקציהנעביר כמובן אגף ונ

ℎ(𝑥) = 𝑥(𝑥3 − 10)3 − 𝑎 

 .ℎיש לפונקציה  שורשים  דעת כמה ואנחנו רוצים ל

 ראשית, נגזור: 

ℎ′(𝑥) = (𝑥3 − 10)3 + 𝑥 ⋅ 3(𝑥3 − 10)2 ⋅ 3𝑥2 = (𝑥3 − 10)2(𝑥3 − 10 + 9𝑥3) = 10(𝑥3 − 10)2(𝑥3 − 1) 

𝑥כאשר  קל לראות כי  ≥ ℎ′(𝑥)מתקיים כי   1 ≥ 𝑥וכי עבור   0 ≤ ℎ′(𝑥)מתקיים כי   1 ≤  פעמיים בלבד(. אפסת גזרת מת )והנ 0

𝑥כל  לכן ל > ℎ(𝑥)ם כי  קיימת 1 > ℎ(1)   וכן לכל𝑥 < ℎ(𝑥)מתקיים כי   1 > ℎ(1) 

ℎ(1)כעת נציב ונראה כי   = −93 − 𝑎 

ℎ(1)אם   > 𝑎כלומר   0 < ℎ(𝑥)מתקיים כי   𝑥לכל  אז   93− ≥ ℎ(1) > פונקציה אינה חותכת את ציר האיקס ולמשוואה אין  ולכן ה 0

 ל. פתרונות כל

ℎ(1)אם   = 𝑎כלומר   0 =   תר( ולכן למשוואה יש ערכה גבוה יוות )בנקודות האחר  ר בנקודה זו בלבדהפונקציה חותכת את הצי 93−

 בדיוק פתרון אחת. 

ℎ(1)עבור   < 𝑎כלומר   0 >  נות. יש בדיוק שני שורשים, ולכן למשוואה יש בדיוק שני פתרו ℎכי לפונקציה  נוכיח  93−

   בתחום העלייה יש לכל היותר פתרון יחיד וכך גם בתחום הירידה. ראשית, 

limון ש  כעת, כיו
𝑥→±∞

𝑥(𝑥3 − 10)3 − 𝑎 = 𝑥כי יש נקודה נובע  ∞ > ℎ(𝑥)בה   1 > 𝑥וכן נקודה   0 < ℎ(𝑥)בה   1 > 0. 

ℎ(1)יניים, כיוון ש  לכן לפי משפט ערך הב < ,∞−)וכן בקטע   (∞,1)הפונקציה חותכת את הציר בקטע   0 וסה"כ יש למשוואה   (1

 בדיוק שני פתרונות. 

 

𝑓(𝑥)יימת  פונקציה המק  𝑓תהי   .4 = 𝑓(𝑥 + 𝑥לכל     (1 ∈ [0,∞). 

𝑀קיים  הוכיחו/הפריכו:   . א ∈ ℝ   כך שלכל𝑥 ∈ 𝑓(𝑥)מתקיים כי   (∞,0] < 𝑀 . 

 הפרכה:

 .  1חזורית עם מחזור  לפי הנתון הפונקציה מ

𝑥נביט בפונקציה המקיימת לכל   ∈ 𝑘ל  ולכ (0,1) ∈ ℕ  כי 

𝑓(𝑥 + 𝑘) =
1

𝑥
 

 וכן 

𝑓(𝑘) = 0 



𝑓(𝑥)כיוון ש   =
1

𝑥
𝑥עבור    ∈ limוון ש  וכי  (0,1)

𝑥→0+

1

𝑥
= ה  כזה הגבול הי 𝑀הרי אם היה קיים  )  עיל לא ייתכן שהפונקציה חסומה מל ∞

 קטן או שווה ממנו(. 

𝑥גזירה בכל   𝑓הפריכו:  /הוכיחו ,(∞,0]בתחום   רציפה  𝑓תון בנוסף כי  נ . ב ∈ (0,∞) . 

𝑥, לכל  1זור נגדיר באופן דומה פונקציה עם מח ∈ 𝑘ל  ולכ (0,1] ∈ ℕ  ע"י 

𝑓(𝑥 + 𝑘) = 𝑔(𝑥) 

 כאשר 

𝑔(𝑥) = {
𝑥 0 ≤ 𝑥 ≤

1

2

1 − 𝑥
1

2
< 𝑥 < 1

 

𝑥ה גזירה בנקודה  לוודא שפונקציה זו אינ  ניתן =
1

2
 . רציפה בכל הממשייםאך  

 

𝑎𝑛+1תהי סדרה המקיימת   .5 = 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛
𝑛לכל   2 ∈ ℕ. 

0מצאו את גבול הסדרה אם נתון כי   . א < 𝑎1 < 1 . 

𝑎𝑛+1כיוון ש   − 𝑎𝑛 = −𝑎𝑛
2 ≤  הסדרה מונוטונית יורדת.  0

0מתקיים כי   𝑛נוכיח באינדוקציה כי לכל   < 𝑎𝑛 <  ומה ומתכנסת לגבול סופי. ולכן הסדרה מונוטונית וחס  1

0עבורו   𝑛יהי   𝑎1כמובן שהטענה נכונה עבור   < 𝑎𝑛 <  אזי  1

0 < 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛
2 = 𝑎𝑛(1 − 𝑎𝑛) < 1 

 יוביים קטנים מאחד היא מספר חיובי קטן מאחד. כיוון שמכפלת ח

 

𝑎𝑛כך ש   𝐿לכן קיים גבול סופי   → 𝐿   ולכן𝑎𝑛+1 → 𝐿. 

𝑎𝑛+1    נשאיף את שני צידי נוסחאת הנסיגה = 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛
 ונקבל  2

𝐿 = 𝐿 − 𝐿2 

𝐿ולכן   =  . ס כלומר הוכחנו כי הסדרה מתכנסת למספר סופי, והמספר הזה חייב להיות אפ 0

𝑎1צאו את גבול הסדרה אם נתון כי  מ . ב > 1 . 

𝑎𝑛+1כיוון ש   − 𝑎𝑛 = −𝑎𝑛
2 ≤  הסדרה מונוטונית יורדת.  0

𝑎2מו כן,  כ = 𝑎1 − 𝑎1
2 = 𝑎1(1 − 𝑎1) < 𝑎1כיוון   0 > 1 

 .𝑎2ווה מ איבר השני שלילי, וכיוון שהסדרה יורדת אם יש לה גבול סופי הוא חייב להיות קטן או שכלומר ה 



 אך ראינו בסעיף קודם שאם יש גבול סופי הוא חייב להיות אפס, ומכאן שלא קיים לסדרה גבול סופי. 

𝑎𝑛נוטונית יורדת ואינה מתכנסת לגבול סופי, נובע כי  כיוון שהסדרה מו → −∞ 

 

6.  

 חשבו את גבול הסדרה  . א
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= ∑
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1√שהפונקציה   כיוון המעבר האחרון נכון  + 𝑥   ן. לפי המשפט שלמדנו על סכומי רימו [0,1]רציפה בקטע 

∫ √1 + 𝑥𝑑𝑥
1

0

= ∫ (1 + 𝑥)
1
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lnרבו את  ק . ב (
1

√2
3 ℎעד כדי שגיאה של   ( =

1

5
 . 

 ראשית נשים לב כי 

ln (
1

√2
3 ) = ln (2−

1
3) = −

1

3
ln(2) 

𝑓(𝑥)נעזר בפונקציה   = −
1

3
ln⁡(1 + 𝑥) ר הנקודה המצוייה היא  כאש𝑎 = 𝑥ה היא  דה הרצוייו והנק 0 = 1 

𝑛עבור   = 0נקבל שקיימת נקודה   1 < 𝑐 <  יא כך שהשארית בקירוב טיילור ה  1

𝑅1 =
𝑓′′(𝑐)

2
(1 − 0)2 =

1

6(1 + 𝑐)2
<
1
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 הקירוב הוא  קירוב זה, ולכןולכן מספיק  

ln (
1

√2
3 ) = 𝑓(1) ≈ 𝑓(0) + 𝑓′(0)(1 − 0) = 0 −

1

3
 

 

 


