
  משוואות דיפרנציאליות –תגבור 

  משתנים הפרדת שיטת

)מהצורה דיפרנציאלית משוואה ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0f x g y dx f x g y dy+ = 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 20, 0, 0, 0f x g y f x g y≠ ≠ ≠   .ל"הנ השיטה בעזרת נפתור ≠

  לפתרון דרך

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2 1 2
1 1 2 2

2 1 2 1

0 0
f x g y f x g y

f x g y dx f x g y dy dx dy dx dy c
f x g y f x g y

+ = ⇒ + = ⇒ + =∫ ∫
  תרגיל

) הנקודה דרך העוברת פונקציה מצא ' ומקיימת 1,1(
1

x
y

y

−
=

+
.  

  פתרון

):  המשוואה את תחילה נרשום ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0f x g y dx f x g y dy+ =.  

( )1 0
1

dy x
y dy xdx

dx y

−
= ⇒ + + =

+
.  

  .המשתנים הפרדת שיטת בעזרת המשוואה את נפתור כעת

( ) ( )
2 2

1 0 1 0
2 2

y x
y dy xdx y dy xdx y c+ + = ⇒ + + = ⇒ + + =∫ ∫.  

) הנקודה דרך עוברת שהפונקציה נתון   .c הקבוע את למצוא ניתן ולכן 1,1(

2 21 1
1 2

2 2
c c+ + = ⇒ =.  

2 2

2
2 2

y x
y+ + =.  

  הומוגנית משוואה

) המשוואה )' ,y f x y= אם הומוגנית משוואה נקראת ( ) ( ), ,f tx ty f x y=.  

  דוגמא

 המשוואה
( )2

'
x y

y
xy

+
  .הומוגנית =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2

2

, , ,

, , ,

x y tx ty t x y
f x y f tx ty f tx ty

xy tx ty t xy

x y
f tx ty f tx ty f x y

xy

+ + +
= ⇒ = ⇒ =

⋅

+
= ⇒ =

  

  לפתרון דרך

y נציב ux= ואז ( ) ( )' 1, ' , ' 'u x u f u u x u f x ux y u x u+ = ⇐ + = ⇐ =  בשיטת ופותרים +

  .המשתנים הפרדת
  תרגיל

2 הדיפרנציאלית המשוואה את פתור 2'xy x y y= − +.  

  פתרון



2 2

'
x y y

y
x

− +
. הומוגנית שהמשוואה נוכיח =

( )
( ) ( )

( )
2 2 2 2

, ,
tx ty ty x y y

f tx ty f x y
tx x

− + − +
= ⇐ =  

) ואז ) ( ), ,f x y f tx ty=.  

y נציב ux= ואז ( ) ( )' 1, ' , ' 'u x u f u u x u f x ux y u x u+ = ⇐ + = ⇐ = +  

 א"ז
2

2 1
' 1 '

1

u u
u x u u x u

− +
= − ⇐ + =  

'2 המשוואה את נפתור 1u x u=   המשתנים הפרדת בעזרת −

( )( ) ( ) 2

2
sin ln arcsin ln 1

1

du dx du
u cx u cx x u

x dxu
= ⇐ = ⇐ = ⇐ = −

−
  

) ונקבל חזרה נציב )( ) ( )( ) ( )( )sin ln sin ln sin ln
y

u cx cx y x cx
x

= ⇒ = ⇒ =  

  
  משוואה ליניארית מסדר ראשון

)משוואה ליניארית מסדר ראשון היא משוואה מהצורה  ) ( )xqyxpy =+'.  

)כאשר  ) 0=xq א "ז. נאמר שהמשוואה הומוגנית( ) 0' =+ yxpy.  

  ראשוןפתרון משוואה ליניארית הומוגנית מסדר 
( )

( )

( )

( )
( )∫=

+−=

−=

−=

=+

−

∫
dxxp

ecy

cdxxpy

dxxp
y

dy

yxp
dx

dy

yxpy

1

ln

0'

  

  דוגמא

xecy

cxy

xdx
y

dy

xy
dx

dy

xyy

xyy

cos
1

cosln

sin

sin

sin'

0sin'

−=

+−=

=

=

=

=−

  

  משפט
כל פתרון של משוואה לא הומוגנית הוא סכום פתרון כללי של משוואה הומוגנית ופתרון פרטי של 

  .משוואה לא הומוגנית
  דרך לפתרון משוואה לא הומוגנית מסדר ראשון

  .נמצא פתרון כללי של המשוואה ההומוגנית: שלב א



  .נמצא בעזרת ניחוש פתרון פרטי למשוואה הלא הומוגנית: שלב ב
  .נחבר את התשובות שקיבלנו בשלבים הקודמים: שלב ג
  דוגמא

x
x

y
y 3' =+  

  פתרון

'0נמצא פתרון למשוואה ההומוגנית : שלב א =+
x

y
y  

x

c
ycxy

x

dx

y

dy

x

y

dx

dy

x

y
y =⇒+−=⇒−=⇒−=⇒−= lnlnln'  

2xyנשים לב ש : שלב ב p   מהווה פתרון למשוואה הלא הומוגנית  =

2xהפתרון הכללי הוא : שלב ג
x

c
y +=  

  .ניתן למצוא את הפתרון הכללי גם ללא ניחוש אלא בשיטת וריאציית המקדמים
ונציב במשוואה הלא הומוגנית  xנרשום את הקבוע בפתרון של המשוואה ההומוגנית כמשתנה של 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 232

222

3'

3
'

3
''

'

xyxxcxxc

x
x

xc
x

x

xc

x

xcxxc

x

xcxxc
y

x

xc
y

=⇒=⇒=

=⇒=+
−

⇒
−

=⇒=
  

  .וקיבלנו פתרון פרטי גם ללא שיטת הניחוש
  תרגיל

xxxyyפתור את המשוואה  cossinsin' =−.  

  פתרון

'0sinראינו מקודם שהפתרון של המשוואה  =− xyy  הואxcey cos−=.  

xxxyyנמצא בעזרת וריאציית המקדמים פתרון פרטי למשוואה  cossinsin' =−.  

( ) ( ) ( ) xxx xexcexcyexcy coscoscos sin'' −−− +=⇒=  

  נציב במשוואה ונקבל

( ) ( ) ( )
( ) ( ) xxx

xxx

exexcxexxc

xxxexcxexcexc
coscoscos

coscoscos

coscossin'

cossinsinsin'

+−=⇒=

=−+ −−−

  

)הפתרון הפרטי הוא  ) 1coscos coscoscos +−=⇒+−= − xyeexey xxx.  

1coscosהפתרון הכללי הוא  +−= − xcey x.  

  תרגיל

פתור את המשוואה 
y

x
yy

cos
tan' =+.  

  פתרון
ytyytנציב  sincos'' =⇐=  

y

x

y

y
yxyyyxtt

coscos

sin
'sincos'' =+⇐=+⇐=+  

=+−1קיבלנו משוואה שאנו יודעים לפתור  − xcet x  ואז( )1arcsin −+= − xcey x.  

  הערה
  .פתרון שלא ניתן להגיע אליו בעזרת הפתרון הכללי נקרא פתרון סינגולארי

  דוגמא



22' xyy −=  

  נמצא פתרון כללי למשוואה

x
y

y
2

'
2
נציב  −=

y
t

y

y
txtcxt

cx
y

1'
'2'

1
2

2
2

=⇐−=⇐=⇐+=⇐
+

=.  

הוא גם פתרון של המשוואה אבל לא ניתן להגיע אליו מהפתרון הכללי ולכן הוא  y=0נשים לב ש 

  .פתרון סינגולארי
  ברנולי משוואת

) מהצורה משוואה היא ברנולי משוואת ) ( )' ny p x y q x y+ 0,1n כאשר = ≠.  

 נציב זה במקרה
( )

1

1 ' 1
'

n n

n y
z z

y y −

− ⋅
= ⇐ =.  

 נקבל ny ב המשוואה את נחלק
( ) ( )'

n n

p x yy
q x

y y
+ ) ואז = ) ( )'

1

z
p x z q x

n
+ =

−
 קיבלנו 

  .לפתור יודעים שאנחנו ליניארית משוואה
  תרגיל

3 המשוואה את פתור 2' 2 3y xy x y− =.  

  פתרון
2n כאשר ברנולי משוואת שזו לב נשים =.  

3 ונקבל 2y ב נחלק
2

' 2
3

y x
x

y y
−  נציב =

2

' 1
'

y
z z

y y
= − ⇐  המשוואה את נקבל ואז =

3 3' 2 3 ' 2 3z xz x z xz x+ = − ⇐ − − =.  
  .ראשון מסדר הומוגנית לא ליניארית משוואה קיבלנו
  ההומוגנית המשוואה את נפתור

2

2 2 ' 2 ' 2 0x dz dz
z ce xdx xz z xz z xz

z dx
−= ⇐ = − ⇐ = − ⇐ = − ⇐ + =  

  .הומוגנית הלא למשוואה פרטי פתרון נמצא
 ונקבל x של כפונקציה הומוגנית הלא המשוואה של בפתרון הקבוע את נרשום

( ) ( ) ( ) 222

2'' xxx exczexxcexcz −−− =⇐−=   

  הומוגנית הלא במשוואה נציב

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 222

222

2

3

2

3
3'

322'

22

3

xxx

xxx

eexxcexxc

xexxcexxcexc

+
−

=⇒−=

−=+− −−−

  

  .בחלקים אינטגרציה י"ע פתרנו האינטגרל את כאשר

) את נציב )xc הלא למשוואה פרטי פתרון ונקבל ההומוגנית המשוואה בפתרון במשוואה שקיבלנו 

  .הומוגנית

2

3

2

3

2

3

2

3 22 222

+−=⇒






 +−= − xzeeexz p
xxx

p  

2

3

2

3 22

+−= − xcez x
  



 שהצבנו מכיוון
y

z
1

 נקבל =
332

2
22

+−
=

− xce
y

x  

  
  משוואה מדויקת

)למשוואה  ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM  קוראים משוואה מדוייקת אם האגף השמאלי של המשוואה

  .כלשהי 'מייצג דיפרנציאל שלם של פו
  משפט אוילר

)המשוואה  ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM  מדויקת אם ורק אם
x

N

y

M

∂
∂

=
∂
∂

.  

  
  

  דרך לפתרון משוואה מדויקת
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,,,, =++=⇐= dyyxNdxyxMdyyxNdxyxMducyxu  

)מטרה לחשב את  )yxu ,.  

dyמכיוון ש 
y

u
dx

x

u
du

∂
∂

+
∂
∂

  נקבל ש  =

( )

( )yxN
y

u

yxM
x

u

,

,

=
∂
∂

=
∂
∂

)ואז   ) ( ) ( )ycdxyxMyxu += ∫ ,,)1(  

)ונקבל  yנגזור לפי  ) ( )( ) ( )yxNycdxyxM
y

,, =+
∂
∂
∫  

ואז 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )yxN
y

dxyxM
yc

yxNyc
y

dxyxM

,
,

'

,'
,

+
∂

∂
−=

=+
∂

∂

∫

∫
  

בלבד ולכן נוכל למצוא את  yתלוי ב מכיוון שזו משוואה מדויקת נקבל שהאגף הימני של המשוואה 

( )yc . ונקבל ) 1(נציב ב( )yxu   .נשווה לקבוע ונקבל את הפתרון ,

  תרגיל

( ) ( ) 04663 3222 =+++ dyyyxdxxyx  

  נבדוק שהמשוואה מדויקת

( ) ( )
( ) ( )

xy
x

yxN
xy

y

yxM

yyxyxNxyxyxM

12
,

,12
,

46,,63, 3222

=
∂

∂
=

∂
∂

+=+=
  

32

22

46

63

yyx
y

u

xyx
x

u

+=
∂
∂

+=
∂
∂

)ואז   ) ( ) ( )∫ ++= ycdxxyxyxu 22 63,  

)נקבל ש  ) ( )ycyxxyxu ++= 223 3,.  

  ונקבל yנגזור לפי 



( )
( )
( ) 4

3

232

4'

'646

yyc

yyc

ycyxyyx

=

=

+=+

  

)נציב חזרה ונקבל  ) 4223 3, yyxxyxu ++=.  

cyyxxהפתרון הוא  =++ 4223 3.  

  אינטגרציוני גורם

) דיפרנציאלית משוואה בהינתן ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM פונקציה נמצא µ שהמשוואה כך 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM µµ מדויקת משוואה תהייה.  

  .אינטגרציוני גורם שיטת נקראת זו שיטה
  . זאת בצורה מדויקת הלא המשוואה את לפתור ניתן תמיד לא: הערה

) שהמשוואה כדי ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM µµ להתקיים צריך מדויקת תהייה  

( ) ( )
x

N

y

M

x

N
N

xy

M
M

y ∂
∂

=
∂

∂
⇐⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂ µµ

µ
µ

µ
µ

.  

  תרגיל

) המשוואה את האינטגרציוני הגורם שיטת בעזר פתור ) ( ) 01 22 =−+− dyxyxdxyx   

  .בלבד x של פונקציה היא µ האינטגרציוני שהגורם ידוע אם

  פתרון

=0 ש נקבל בלבד x של פונקציה היא µ האינטגרציוני שהגורם מכיוון
∂
∂

y

µ
 המשוואה נציב 

µ ונקבל קודם שקיבלנו
µ

µ ⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=⋅
∂
∂

x

N
N

xy

M
.  

22 32, xxy
x

N
x

y

M
−=

∂
∂

−=
∂
∂

 ונקבל במשוואה נציב 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

22

22

2322322

11
lnlnln2ln

2
22

3222

xx
x

x
xx

xxyxx
x

yxx

xxyxyx
x

xxyx
x

xyx

=⇒=⇒−=

∂−=
∂

⇒
∂
∂
⋅−=⇒−−

∂
∂

=−

⋅−+−
∂
∂

=−⇐−
∂
∂

=−

µµµ

µ
µµ

µ
µ

µ

µ
µ

µ
µ

µ

  

 הוא האינטגרציוני הגורם
2

1

x
) המשוואה ואז  ) 0

1
2

=−+






 − dyxydxy
x

  .מדוייקת היא 

xy
y

u

y
xx

u

−=
∂
∂

−=
∂
∂

2

1

  ⇐ ( ) ( ) ( ) ( )ycyx
x

yxuycx
y

u
ycxxy +−−=⇐+−=

∂
∂

⇐+−=−
1

,''  

) ולכן ) ( ) yyc
y

yc =⇐= '
2

2

 ונקבל חזרה נציב 
2

1 2y
yx

x
c +−−=.  

  משוואות מערכת
  מהצורה ליניאריות משוואות מערכת לפתור מטרה



















=

=

∑

∑

=

=

n

l
lnln

n

l
ll

yay

yay

1

1
11

'

.

.

.

'

  

  משוואות למערכת דוגמא
  









+−=

+−−=

+−=

3213

3212

3211

854'

741'

532'

yyyy

yyyy

yyyy

 ואז 
8,5,4,7

4,1,5,3,2

33323123

2221131211

=−===

−=−==−==

aaaa

aaaaa
  

  לפתרון דרך
  מהצורה הם הפתרונות

x
nn

xxx
nn

xx eyeyeyeyeyey λλλλλλ βββλβλβλβ ===⇐=== ,...,,',...,',' 22112211.  

  ונקבל המשוואות במערכת נציב
  

















=

=

∑

∑

=

=

n

l

x
lnl

x
n

n

l

x
ll

x

eae

eae

1

1
11

.

.

.

λλ

λλ

βλβ

βλβ

 ⇐ 

















=−

=−

∑

∑

=

=

0

.

.

.

0

1

1
11

n

l
lnln

n

l
ll

a

a

βλβ

βλβ

 ⇐

( )

( )












=−+++

=+++−

0....

.

.

.

0....

1212111

1212111

nn

nn

aaa

aaa

βλββ

βββλ

   

 תהייה המקדמים שח הדטרמיננטה כאשר רק טרויאלים לא פתרונות יהיו ל"הנ המשוואות למערכת
  .אפס

  .המקדמים מטריצת של העצמיים הערכים את למצוא יש מסקנה
  תרגיל

 המשוואות מערכת את פתור




+−=

−=

zyz

zyy

44'

'
  

0 המקדמים מטריצת של העצמיים הערכים את נמצא
44

11
5,0 21 =

−−

−−
⇐==

λ
λ

λλ  

 ונקבל λ=0 עבור ββ,21 את נמצא




=+−

=−

044

0

21

21

ββ

ββ
 ⇐ 21 ββ =  

 ונקבל λ=5 עבור ββ,21 את נמצא




=−−

=−−

04

04

21

21

ββ

ββ
 ⇐ 12 4ββ −=  

   הוא הפתרון כ"סה

x

x

eccz

eccy
5

21

5
21

4−=

+=
  



  תרגיל

 המשוואות מערכת את פתור




+=

−=

zyz

zyy

59'

45'
  

  פתרון

0 העצמיים הערכים את נמצא
59

45
65 =

−

−−
⇐±=

λ
λ

λ i  

  i65+=λ עבור ββ,21 את נמצא

 המשוואות מערכת את נקבל




=−

=−−

069

046

21

21

ββ

ββ

i

i
  ⇐−= 21 23 ββ i  

3,2 21 == ββ i  

( ) ( )( )
( ) ( )( )xixez

xixiey
x

x

6sin6cos3

6sin6cos2
5

5

+=

+=
  ⇐ 

( ) ( )( )
( ) ( )( )xixez

xixey
x

x

6sin36cos3

6cos26sin2
5

5

+=

+−=
   

  תשובה

( ) ( )
( ) ( )xecxecz

xecxecy
xx

xx

6sin36cos3

6cos26sin2
5

2
5

1

5
2

5
1

+=

+−=
  

  תרגיל

 המשוואות מערכת את פתור




+−=

+=

zyz

zyy

3'

5'
  

  פתרון
  העצמיים הערכים את נמצא

( ) ( )( ) 0
31

15
01350168044 22 =

−−

−
⇐=+−−⇐=+−⇐=−⇐=

λ
λ

λλλλλλ  

xxxxx מהצורה הוא הפתרון ולכן xececyxecececy 4
2

4
1

4
2

4
2

4
1 44' +=⇐++=  

xx xececz 4
4

4
3 += ⇐++= xxx xecececz 4

4
4

4
4

3 44'  

 נקבל הראשונה מהמשוואה
( ) 2132442321

4
4

4
3

4
2

4
1

4
2

4
2

4
1

,

5544

cccccxccccc

xececxececxececec xxxxxxx

+−=−=⇒+=−+−

+++=++
  

  תשובה

( )





−−=

+=
xx

xx

xececcz

xececy
4

2
4

12

4
2

4
1 3

 

 


