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 משפט הפונקציה ההפוכה

 משפט )הפונקציה ההפוכה(

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑛. 

𝑓נניח כי:  ∈ 𝒞1(𝐸). 

𝑎תהי  ∈ 𝐸 :כך ש 

J𝑓(𝑎) ≠ 0 

𝑈אזי, קיימת סביבה  ⊆ 𝐸  של𝑎  כך ש- 𝑓 ערכית על -חד-חד𝑈,  התמונה𝑉 = 𝑓(𝑈)  פתוחה

:𝑓−1והפונקציה ההפוכה  𝑉 → 𝑈 שייכת ל - 𝒞1(𝑉). 

 הוכחה

 נסמן:

𝐴 ≔ 𝑓′(𝑎) 

J𝑓(𝑎) ≠  , לכן:0

det 𝐴 ≠ 0 

 הפיכה. 𝐴לכן, 

𝑓 ∈ 𝒞1(𝐸) לכן ,: 

J𝑓(𝑥) ∈ 𝒞(𝐸) 

𝑥כך שלכל  𝑎של  𝑈0לכן, קיימת סביבה  ∈ 𝑈0 :מתקיים 

J𝑓(𝑥) ≠ 0 

0וקיים  𝑎של  𝑈נוכיח כי קיימת סביבה  < 𝜆  כך שלכל𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈, :מתקיים 

‖𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)‖ ≥ 𝜆 ⋅ ‖𝑥1 − 𝑥2‖ 

ℎלכל  ∈ ℝ𝑛:מתקיים , 
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‖ℎ‖ = ‖𝐴−1(𝐴(ℎ))‖
   
 ≤ ‖𝐴−1‖ ⋅ ‖𝐴(ℎ)‖

 

 לכן, עבור:

ℎ ≔ 𝑥1 − 𝑥2 

 מתקיים:

‖𝐴(𝑥1) − 𝐴(𝑥2)‖ ≥
‖𝑥2 − 𝑥2‖

‖𝐴−1‖
 

 נגדיר:

𝜑(𝑥) ≔ 𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥) 

 מתקיים:

𝜑′(𝑎) = 𝑓′(𝑎) − 𝐴
   
 = 0

 

1לכן, לכל  ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛: 

𝜕𝜑𝑖
𝜕𝑥𝑗

(𝑎) = 0 

𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑥𝑗
0רציפה, לכן, לכל   < 휀,  0קיים < 𝛿𝜀 כך שלכל ,𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝛿𝜀):מתקיים , 

|
𝜕𝜑𝑖
𝜕𝑥𝑗

(𝑥)| < 휀 

,𝑥1גרנז', לכל עפ"י משפט ל 𝑥2 ∈ 𝐵(𝑎, 𝛿𝜀), :מתקיים 

|𝜑𝑖(𝑥1) − 𝜑𝑖(𝑥2)| = ‖〈grad 𝜑𝑖(𝜉), 𝑥1 − 𝑥2〉‖
   
 ≤ ‖grad 𝜑𝑖(𝜉)‖ ⋅ ‖𝑥1 − 𝑥2‖
   
 < √𝑛 ⋅ 휀 ⋅ ‖𝑥1 − 𝑥2‖

 

 לכן:

‖𝜑(𝑥1) − 𝜑(𝑥2)‖ ≤ 𝑛 ⋅ 휀 ⋅‖𝑥1 − 𝑥2‖ 



 11.12.2016 10הרצאה  משפט הפונקציה ההפוכה
 יהונתן רגבידי נכתב על  

 

3 
 

,𝑥1לכן, לכל  𝑥2 ∈ 𝐵(𝑎, 𝛿𝜀) ,:מתקיים 

‖𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)‖ = ‖𝜑(𝑥1) − 𝜑(𝑥2) + 𝐴(𝑥1) − 𝐴(𝑥2)‖
   
 ≥ ‖𝐴(𝑥1) − 𝐴(𝑥2)‖ − ‖𝜑(𝑥1) − 𝜑(𝑥2)‖
   

 ≥ (
1

‖𝐴−1‖
− 휀 ⋅ 𝑛) ⋅ ‖𝑥1 − 𝑥2‖

 

 נבחר:

휀 ≔
1

2𝜋 ⋅ ‖𝐴−1‖
 

 נגדיר:

𝜆 ≔
1

2‖𝐴−1‖
 

 נגדיר:

𝑈 ≔ 𝐵(𝑎,min(𝑟, 𝛿𝜀)) 

 .𝑈0רדיוס הסביבה  𝑟כאשר 

,𝑥1לכן, לכל  𝑥2 ∈ 𝑈, :מתקיים 

‖𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)‖ ≥ 𝜆 ⋅ ‖𝑥1 − 𝑥2‖ 

 .𝑈ערכית על -חד-חד 𝑓לכן, 

𝑉נוכיח כי  = 𝑓(𝑈) .פתוחה 

𝑦0יהי  ∈ 𝑉. 

𝑥0קיים  לכן, ∈ 𝑈 :כך ש 

𝑦0 = 𝑓(𝑥0) 

𝑈  0פתוחה, לכן קיים < 𝑟 :כך ש 

𝐵(𝑥0, 𝑟) ⊆ 𝑈 

 נגדיר:
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𝜌 ≔
𝜆𝑟

2
 

 נוכיח כי:

𝐵(𝑦0, 𝜌) ⊆ 𝑉 

′𝑦יהי  ∈ 𝐵(𝑦0, 𝜌). 

 לכן:

‖𝑦′ − 𝑦0‖ < 𝜌 

′𝑥נוכיח כי קיים  ∈ 𝑈 :כך ש 

𝑦′ = 𝑓(𝑥′) 

 ר:נגדי

𝜓(𝑥) ≔ ‖𝑦′ − 𝑓(𝑥)‖2 

 על הקבוצה הקומפקטית:

𝐵(𝑥0𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

̅̅𝐵(𝑥0𝑟)מקבלת מינימום בנקודה פנימית של  𝜓עפ"י משפט ויירשטרס,  ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

 מתקיים:

|𝜓(𝑥0)| = ‖𝑦′ − 𝑓(𝑥0)‖
2

   
 < 𝜌

 

𝑥‖עבור  − 𝑥0‖ = 𝑟:מתקיים , 

‖𝑦′ − 𝑓(𝑥)‖ ≥ ‖𝑦0 − 𝑓(𝑥)‖ − ‖𝑦
′ − 𝑦0‖

   
 ≥ 𝜆‖𝑥0 − 𝑥‖ − 𝜌
   
 ≥ 𝜆𝑟 − 𝜌
   
 ≥ 𝜌

 

′𝑥 -מקבלת מינימום ב  𝜓נניח כי  ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟). 

 עפ"י משפט:
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d 𝜓(𝑥′) = 0 

1לכן, לכל  ≤ 𝑗 ≤ 𝑛: 

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥′) = 0 

 מתקיים:

𝜓(𝑥) = ∑(𝑦𝑖 − 𝑓𝑖(𝑥))
2

𝑛

𝑖=1

 

1לכל  לכן, ≤ 𝑗 ≤ 𝑛: 

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑗
(𝑥′) = −2 ⋅∑(𝑦𝑖

′ − 𝑓𝑖(𝑥
′)) ⋅

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(𝑥′)

𝑛

𝑖=1

= 0 

 מתקיים:

J𝑓(𝑥′) ≠ 0 

1לכן, לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 

𝑦𝑖
′ − 𝑓𝑖(𝑥

′) = 0 

 לכן:

𝑦′ = 𝑓(𝑥′) 

𝑉לכן,  = 𝑓(𝑈) פתוחה. 

 נוכיח כי: 

𝑓−1 ∈ 𝒞1(𝑉) 

𝑦0יהי  ∈ 𝑉. 

𝑥0לכן, קיים  ∈ 𝑈 :כך ש 

𝑓(𝑥0) = 𝑦0 

𝑓 :דיפרנציאבילית, לכן 

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0) = ℒ(ℎ) + 𝑟(ℎ) 
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 כאשר:

ℒ = 𝑓′(𝑥0) 

 ומתקיים:

lim
ℎ→0

‖𝑟(ℎ)‖

‖ℎ‖
= 0 

 נבחר:

ℎ = ℎ(𝜂) = 𝑓−1(𝑦0 + 𝜂) − 𝑓
−1(𝑦0) 

 לכן, מתקיים:

𝑓(𝑥0 + ℎ)⏞      
𝑦0+𝜂

− 𝑓(𝑥0)⏞  
𝑦0

= 𝜂
 

 לכן:

‖𝜂‖ ≥ 𝜆 ⋅ ‖ℎ(𝜂)‖ 

 מתקיים:

𝜂 = ℒ(ℎ(𝜂)) + 𝑟(ℎ(𝜂)) 

J𝑓′(𝑥0) ≠  הפיכה. ℒלכן  ,0

 לכן:

𝑓−1(𝑦0 + 𝜂) − 𝑓
−1(𝑦0) = ℒ−1(𝜂) + 𝜌(𝜂) 

 כאשר:

𝜌(𝜂) = −ℒ−1 (𝑟(ℎ(𝜂))) 

 נוכיח כי:

lim
𝜂→0

‖𝜌(𝜂)‖

‖𝜂‖
= 0 

 מתקיים:

‖𝜌(ℎ)‖ = ‖ℒ−1 (𝑟(ℎ(𝜂)))‖ 
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‖𝜌(ℎ)‖ ≤ ‖ℒ−1‖ ⋅ ‖𝑟(ℎ(𝜂))‖ 

 לכן:

‖𝜌(ℎ)‖

‖𝜂‖
≤ ‖ℒ−1‖ ⋅

‖𝑟(ℎ(𝜂))‖

‖𝜂‖
   

 ≤
‖ℒ−1‖

𝜆
⋅
‖𝑟(ℎ(𝜂))‖

‖ℎ(𝜂)‖

 

𝜂אם  → 0, ℎ(𝜂) →  , לכן:0

lim
𝜂→0

‖𝜌(𝜂)‖

‖𝜂‖
= 0 

 .𝑦0 -דיפרנציאבילית ב  𝑓−1לכן, 

 .𝑉 -דיפרנציאבילית ב  𝑓−1לכן, 

 לכן:

(𝑓−1)′(𝑦) = (𝑓′(𝑥))
−1

 

 כאשר:

𝑥 = 𝑓−1(𝑦) 

(𝑓′(𝑥))עפ"י הגדרת המטריצה 
−1

𝑥כאשר  , = 𝑓−1(𝑦)ים של ההעתקה , המקדמ(𝑓−1)′(𝑦)  הן

 .𝑉 –פונקציות רציפות ב 

 לכן:

𝑓−1 ∈ 𝒞1(𝑉) 

∎ 

 הערה

 מתקיים:

(𝑓−1)′(𝑦) = (𝑓′(𝑥))
−1

 

 לכן:
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J𝑓−1(𝑦) =
1

J𝑓(𝑥)
 

 כאשר:

𝑥 = 𝑓−1(𝑦) 

∎ 

 דוגמה

 יתאפס הכרחית.לא  שהיעקוביאןהדרישה 

 נגדיר:

𝑓(𝑥) ≔ 𝑥3 

 :מתקיים

𝑓′(0) = 0 

𝑓−1 מתקיים:, קיימת 

𝑓−1(𝑦) = 𝑦
1
3 

 .0 -אינה דיפרנציאבילית ב  𝑓−1אולם, 

∎ 

 הערה

J𝑓(𝑎)אם  באופן כללי, =  .𝑓(𝑎) -אינה דיפרנציאבילית ב  𝑓−1אז  ,0

 .𝑓(𝑎) -נציאבילית ב רפדי 𝑓−1בשלילה כי נניח 

 :מתקיים

𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥 

 :(גרסת המטריצות) י כלל השרשרת"עפ

(𝑓−1)′(𝑦) ⋅ 𝑓′(𝑥) = I 

 :כאשר
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𝑦 = 𝑓(𝑥) 

 :לכן

J𝑓−1(𝑓(𝑎)) ⋅ J𝑓(𝑎) = 1 

 :לכן

J𝑓(𝑎) ≠ 0 

 סתירה.

 .𝑓(𝑎) -אינה דיפרנציאבילית ב  𝑓−1 ,לכן

∎ 


