
תזכורת

חוג. R
.M ⊂M ′ CR קיים ולא M 6= R ־ מקסימלי M CR

מקסימלי. 0 פשוט, בחוג
פשוט R/M ⇔ מקסימלי M
שדה R/M ⇔ קומוטטיבי R

:I1, ...In CR אם
R→ R/I1 × ...× R/In

x 7→ (x+ I1, x+ I2, ...x+ In)
R/I1∩...∩In ↪→ R/I1 × ...× R/In

.J 6⊆ Iו מקסימלי I אם למשל .I + J = R אם קומקסימליים R, J CR
קומקסימליים. הם מקסימליים אידאלים שני כל בפרט

.n,m לכל In + Jn = R גם אז I + J = R שאם הוכחנו

תזכורת

R = Z I = aZ J = bZ

aZ · bZ = abZ

aZ+ bZ = (a, b)Z

aZ ∩ bZ = [a, b]Z
(a, b) = 1 ⇔ קומקסימליים aZ, bZ בפרט,

הסיני השארית משפט

בזוגות. קומקסימליים I1, ...In אידאלים עם כלשהו חוג R יהי
אז

R/I1∩...∩In ∼= R/I1 × ...× R/In

קומקסימליים, I1, I2 אם בפרט,

R/I1∩I2 ∼= R/I1 × R/I2

דוגמה

.(a, b) = ש1 נניח

Z/abZ ∼= Z/aZ× Z/bZ

x+ abZ 7→ (x+ aZ, x+ bZ)
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מסקנה

אזי זרים, a, b אם

∀α, β∃x

x ≡ α (mod a) x ≡ β (mod b)

המשוואות. שתי את פותר אחד x כלומר

המשפט הוכחת

כך aj ∈ II , bj ∈ Ij ,j לכל קיימים, לכן .1 ∈ R = Ii + Ij ,j 6= i לכל .1 ≤ i ≤ n נקבע
נכפיל: .1 = aj + bjש

1 = 1 · 1 · · · 1 = (a1 + b1) · · · (ai−1 + bi−1) (ai+1 + bi+1) · · · (an + bn) =

=
(
sum of all other 2n−1 monoms

)︸ ︷︷ ︸
∈Ii

+ b1b2 · · · bi−1bi+1 · · · bn︸ ︷︷ ︸
ei

כלומר ,1 ∈ ei + Ii המונומים, חישוב ולפי ,ei = · · · bj · · · ∈ Ij ,j 6= i לכל

ei 7→ (0, 0, ..., 0, 0)

(iה במקום ה1 (כאשר
,α1, ...αn לכל כעת,

x =
∑

αiei 7→ (x1, ...xn)

דוגמה
x ≡ α (mod 11)
x ≡ β (mod 35)

המשוואה לפתרון נוסחה תנו

פתרון

:1 ∈ 11Z+ 35Z להציג צריך

1 = 11 · 16︸ ︷︷ ︸
a

+35 (−5)︸ ︷︷ ︸
b

e = 35 · (−5) 7→ (1, 0)

Z→ Z/11Z× Z/35Z

x 7→ (x, x)
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סיכום

Z/385Z ∼= Z/11Z× Z/35Z

(α, β) 7→ (166βk167αu) הוא וההפכי ,x 7→ (x, x) לפי

תרגיל

אזי בזוגות. קומקסימליים I1, ...Inש נניח

I1 ∩ ... ∩ In =
∑
σ∈Sn

Iσ1 · · · Iσn

קומוטטיבי R כאשר בפרט,

I1 ∩ ... ∩ In = I1 · · · In

שונים. מקסימליים I1, I2, ...In CR עבור
ולכן שונים, מקסימליים Im1

1 , ...Imn
n גם ,m1, ...mn לכל

R/∩Imi
i
∼=
∏

R/Imi
i

דוגמה

לפרק אפשר כלשהו. k ∈ Z ויהי ,R = Z נניח שוב

k = pm1
1 · · · pmn

n

Z/
∏

p
mi
i Z קומקסימליים; pmi

i Zה כל מקסימלי; piZ כל

לדוגמה: ראשוני. p ,Z/pmZ מהצורה בחוגים מקרוב נתבונן

Z/81Z

3Z/81Z

9Z/81Z

27Z/81Z

0
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הגדרה

יחיד. מקסימלי אידיאל לו יש אם מקומי נקרא חוג(קומוטטיבי)

טענה

מקומי. R/Mn ,n לכל אזי, מקסימלי. M CR קומוטטיבי, חוג Rש נניח

הוכחה

היחיד: המקסימלי האידאל שM/Mnהוא נראה
I ש⊇6 נניח .Mn ⊆ I C R כאשר ,I/Mn מהצורה הם R/Mn מנה חוג של אידיאלים
לכן קו־מקסימליים. I,Mn גם ולכן קו־מקסימליים, I,M מקסימלי, Mש כיוון אז ,M

.M ⊇ I לכן וסתירה! I = Rש נקבל ,Mn ⊆ Iש וכיוון ,I +Mn = R
I/Mn ⊆ M/Mn לכן

מקומי. R/Mn ולכן ויחיד, מקסימלי M/Mn לכן

טענה

הפיך לא a אם הפיך. להיות יכול אינו אמיתי אידאל של איבר קומוטטיבי. חוג R יהי
,Rב ההפיכים קבוצת u (R)ו ,Ra אמיתי באידאל

⇓

u (R) = R\
⋃

I CR
I proper ideal

I

⇓

u (R) = R\
⋃

M CR
max ideal

M

מסקנה

אזי: ,M מקסימלי אידאל עם מקומי (קומוטטיבי) R אם

u (R) = R\M

4



משפט

שקולים: הבאים התנאים ,R קומוטטיבי חוג עבור

מקומי החוג .1

הפיכים שניהם או הפיך, y או x אז ,x+ y = 1 אם .2

לחיבור סגור הלא־הפיכים האיברים אוסף .3

הוכחה

לכן הפיכים. לא yו xוש x+ y = ש1 נניח המקסימלי. האידאל את Mב נסמן (2)⇐ (1)
y או x לכן וסתירה, הפיך ו1 1 ∈ M ⇐ 1 = x + y ∈ M לכן .x, y ∈ M

הפיך.

ua+ ub ש= כך u קיים לכן הפיך. a+ bש בשלילה ונניח הפיכים, לא a, b יהי (3)⇐ (2)
או b או a לכן שניהם, או הפיך ub או הפיך uaש או ,(2) לפי .u (a+ b) = 1
הפיכים הלא האיברים אוסף ⇐ הפיך לא a + b שכן וסתירה! הפיכים שניהם

לחיבור. סגור

אם לחיבור. סגור ההנחה, לפי ,M הפיכים. הלא אוסף M = R\u (R) נסמן (1)⇐ (3)
R ולכן יחיד, מקסימלי אידאל Mש ונקבל הפיך, לא xa אז ,a ∈ M ו x ∈ R

מקומי.

תזכורת

שדה. F יהי

F ((x)) ⊇ F [[x]] =

{ ∞∑
n=0

anx
n

∣∣∣∣∣a0, a1, ... ∈ F

}
= R

הפיך. הוא 0 חופשי=6 מקדם עם איבר שכל הוכחנו
R/u(R) = {

∑
anx

n|a0 = 0} = Rx ⇐
.Rx = 〈x〉 המקסימלי האידאל עם מקומי חוג F [[x]] ⇐

לדוגמה

הp־אדיים השלמים חוג את נסמן

Zp =

{ ∞∑
i=0

aip
i

∣∣∣∣∣0 ≤ ai ≤ pi−1
}

.7 = 1 + 2 · 3 אז p = 3 אם למשל
כלומר: הפיך. הוא mod pב ל0 שקול שאינו p־אדי מספר כל

u (Zp) = Zp\pZp
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תרגיל
√
11 ∈ Zpש הוכח
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