
  8 בית תרגיל – 2אלגברה מופשטת 

  .פמן'ר אפי כהן ואדם צ"ד: מתרגלים

  1שאלה 

aהוכיחו שאיבר   .א R∈ הוא אי פריק אם ורק אם האידיאל Ra מקסימאלי בין כל האידיאליים 
  .Rשל ) האמיתיים(ראשיים ה

0pאם   .ב R R∈  0R ופריק ב R יכול להיות אי פריק ב pי דוגמאות נגדיות כי "הראה ע .⊇

 .ולהיפך
  פתרון

  .א
⇐  

Raנניח בשלילה שקיים אידיאל ראשי כך ש  Rb R⊂ aא " ז⊃ Rb∈ ולכן קיים y R∈ כך ש a yb=.  

Rbמכיוון ש  R≠ אז b לא הפיך ומכיוון ש Ra Rb≠ y לא הפיך בסתירה לכך ש a R∈הוא אי פריק .  

⇒  
aנניח בשלילה ש  R∈א קיימים "ז,  הוא פריק,x y R∈ לא הפיכים כך ש a xy=  ולכן

R a R y R⊆ Ra לא הפיך xומכיוון ש ≠ Ry≠.  

2. ב 1x ] הוא אי פריק ב + ]xℝ אבל פריק ב [ ]xℂ כי ( ) ( ) 2 1x i x i x+ − = +  

  
  2שאלה 

)יהי  ) 4 2f x x p= ] פולינום ב + ]xℤ . 2כאשרp  לגורמים ליניאריים fעל פי הפירוק של .  ראשוני<

 אי f הראו ש.  למכפלת שני פולינומים ריבועיים מעל שדה הממשייםfפרקו את , מעל שדה המרוכבים

  .ℚפריק מעל 

  פתרון

)מכיוון ש  )2
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  . מעל שדה המרוכביםfוקיבלנו פירוק ליניארי של 
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  . אינם פריקים מעל הממשיים

מכיוון ש 
2

p ∉ℚ הפולינומים לא שייכים ל [ ]xℚ . מכיוון שחוג פולינומים מעל שדה הוא תחום פריקות

  .3 ופולינום מדרגה 1א קיים פירוק לפולינום מדרגה יחידה ל
  

  3שאלה 

3הוכיחו כי הפולינום  3 2 2 2 2 2x y x x y xy x y x y+ − + − + + + ] הוא אי פריק ב + ],x yℤ.  

  פתרון
  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3 2 2 2 2 3 2

2 3 2 3 2

2 2 1 1 1 2 1

2 2

x y x x y xy x y x y y x y x y x y y

y y x x x x x x

+ − + − + + + + = + + − + + + + + =

+ − + + + − + +

3לפולינום נוכיח ש 2 2x x x− + 3 ואז ℤ אין שורשים ב + 2 2x x x− + ] אי פריק ב + ]xℤ ולכן ראשוני 

]ב  ]xℤ.  

)יהי : על פי המשפט ) [ ]1 0...n
nf x a x a x a x= + + + ∈ℤ . אם

k

l
∈ℚ הוא שורש של f כאשר 

( ), 1k l 0 אז = , nk a l a.  

kנניח ש  ∈ℤ 1 הוא שורש של הפולינום אזl 1א " ז2k ו = 2k k= ± ∨ = 1k אבל גם ± =  וגם ±

2k = 3 לא שורשים של ± 2 2x x x− + +.  

]נשתמש עתה בקריטריון של אייזנשטיין בחוג  ] [ ][ ],x y x y=ℤ ℤ 3 עם 2 2p x x x= − +  עבור +

)הפולינום  ) ( )2 3 2 3 22 2y y x x x x x x+ − + + + − + +.  

   
  

  4שאלה 



מצאו את האידיאלים המקסימליים בחוג המנה 
[ ]

( ) ( )2
5 4

x

x x− −
ℚ

.  

  פתרון
לפי משפט ההתאמה האידיאלים המקסימליים בחוג המנה הם האידיאלים המקסימליים המכילים את 

( ) ( )2
5 4x x− ] ב − ]xℚ.  

[ ]xℚ הוא תחום ראשי ולכן ( ) ( ) ( )2
5 4x x f x I− − ⊆ ) כך ש = )f x אי פריק ב [ ]xℚ.  

האידיאלים המקסימליים הם . י איבר אי פריק"בחוג ראשי האידיאל הוא מקסימאלי אם ורק אם הוא נוצר ע

) י האיברים האי פריקים ב "בדיוק אלו הנוצרים ע ) ( )2
5 4x x− ) שהם  − ) ( )4 , 5x x− −.  

  
  5שאלה 

, חוג קומוטטיבי עם יחידה וRהראה כי אם  [ ]f g R x∈כך ש ( )g xאזי קיימים ,  פולינום מתוקן

, [ ]r q R x∈כך ש f gq r= )deg וגם + ) deg( )r g< 0 אוr =.  

  פתרון

degנוכיח באינדוקציה על  f n= . אםdeg degf g< 0 אז ניקח,q r f= =.  

degנניח ש  degf g≥.  

( ) ( )1 1
1 0 1 0... , ...n n m m

n n mf x a x a x a g x x b x b− −
− −= + + + = + + na,0באשר , + m n≠ ≤.  

)(*)   מתקיים  ) 1
n m

nf g a x f−= ) ואז + )1 0 ...n m n
nf f g a x x−= − = +.  

1degכעת  1f n≤ q,1ועל פי הנחת האינדוקציה קיימים , − r 1 כך ש 1f gq r= deg ו + degr g<   

)ונקבל (*) נציב ב  ) ( )1 1
n m n m

n nf g a x gq r g a x q r− −= + + = +   כנדרש. +

  6שאלה 

5יהי   .א 3 3 − +  ⊲ℤ 5 הוכיחו בעזרת הנורמה של 3−  כי בחוג המנה +

3

5 3

 
 

− +
ℤ

  . איברים22 יש 

:11נגדיר   .ב 3ϕ   → ℤ ℤי " ע( )3 5a b a bϕ + =  .הוכיחו שזהו אפימורפיזם. +

5מך סעיף א ש הוכיחו על ס  .ג 3 kerϕ− +  ).מכיל ממש (⊃

11הראו ש   .ד 5 3∉ − 11 אבל + kerϕ∈. 

11הוכיחו כי   .ה

3

11, 5 3

 
  ≅

− +
ℤ

ℤ. 



  פתרון

5לשם נוחות נסמן  3I = − +.  

)נשים לב ש   .א ) ( )3 5 5 3a b a b b I+ − + = − + 3 לכן ∋ 5a b I a b I+ + = + +. 

( ) ( )( )5 3 5 3 5 3 22N I− + = − + − − = kבפרט לכל , ∋ ∈ℤ 22 ,22 3k k I∈ , לכן עבור

3איבר כללי  3a b  + ∈  ℤ כאשר ,a b∈ℤ מתקיים ש 

( ) ( )3 mod 22 mod 22 3a b I a b I+ + = + +.  

{ } { }
( )( ){ } { }
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5 mod 22 : , : 0 22

a b I a b a b I a bI

a b I a b c I c
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ℤ
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ℤ

  

1נותר להוכיח שאם  20 22c c≤ ≠ 1 אז > 2c I c I+ ≠ 1כ ש .ג.ה. נניח ב+ 2c c< . נניח בשלילה ש

1 2c I c I+ = 2 אזי + 1d c c I= − 3αא קיים " ז∋  ∈  ℤ כך ש ( )5 3d α= ⋅ − +  

0 21d< < ( ) ( ) ( ) ( )2 5 3 22d N d N N Nα α= = ⋅ − + = 222 ולכן ⋅ d נטול 22 מאחר ש 

22ריבועים נובע ש  d 0 בסתירה לכך ש 21d<  לכן >
3

22I

 
  =
ℤ

.  

)נשים לב ש   .ב )25 3 mod11= 11 לכן בℤ 3 11לכן ב , 5 הוא ריבוע שלℤ "5 3"=. 
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}  .ג } { }ker 3 : 5 mod11 0 3 : 5 mod11a b a b a b a bϕ = + + = = + = − 



) אידיאל ובנוסף מתקיים kerϕמאחר ש  )5 3 5 3 3 kerI ϕ = − + = − + ⊆ ℤ לפי משפט 

11האיזומורפיזים הראשון 

3
kerϕ

 
  ≅
ℤ

ℤ . לכן

3 3
11 5 3 kerkerI ϕϕ

   
   ≠ = → − + ⊂
ℤ ℤ
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)  .ד ) ( ) ( )11 11 mod11 0 mod11ϕ = 11 ולכן = kerϕ∈ . 11אם 5 3∈ −  אזי +

( )( ) ( )5 3 3 5 3 5 3 11a b a b a b− + + = − + + −  עבור איזשהו =

3 3 ; ,a b a b + ∈ ∈ ℤ ℤ 5 לכן 0 5 3 22 11a b a b b− = → − + = −  בסתירה להנחה ש =

b ∈ℤ. 

11  .ה kerϕ∈ 11 לכן kerϕ⊆ 5 כמו כן ראינו ש 3 kerϕ− +  לכן ⊇

11, 5 3 kerϕ− + מצד שני . ⊇
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( ){ } ( ) ( )

ker 3 : 5 mod11, , 3 : 5 11 : , ,

5 3 11 : , 5 3 11 5 3 3 11 3 11, 5 3

a b a b a b a b a b k a b k

b k k b

ϕ = + = − ∈ ⊆ + = − + ∈ =

   − + + ∈ = − + + ⊆ − + + = − +   

ℤ ℤ
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,11 לכן  5 3 kerϕ− +   . והאיזומורפיזים נובע מסעיף ב=


