
ואלגוריתמים מבני נתונים מסלולים קצרים



מסלולים קלים ביותר
:יש שתי בעיות עיקריות

(SSSP)יחיד ממקור מסלולים קלים ביותר .א
Dijkstraאלגוריתם 

 Bellman-Fordאלגוריתם 

APSP–All Pairs Shortest Pathsבעיית .ב

Floyd-Warshallאלגוריתם 



מציאת מסלולים קצרים 



שאלה לחימום
הצע אלגוריתם אשר  . חיובית וקבועהw:E->Rופונקציית משקל  G=(V,E)נתון גרף

.O(V+E)מוצא את המסלול בקצר ביותר ביעילות 



שאלה לחימום
הצע אלגוריתם אשר  . חיובית וקבועהw:E->Rופונקציית משקל  G=(V,E)נתון גרף

.O(V+E)מוצא את המסלול בקצר ביותר ביעילות 

.מסלול פרופורציונלי לאורכומשקל , כיוון שפונקציית משקל היא קבועה
.BFSי הרצת "לכן ניתן לפתור מקרה זה ע















.𝑤תחת 𝑣ל 𝑢מסלול קל ביותר מ 𝑃יהא . הטענה נכונה
𝑐עבורו 𝑣ל 𝑢מ 𝑄נניח בשלילה שקיים מסלול  𝑄 < 𝑐 𝑃.

𝑐 𝑃 =  

𝑒∈𝑃

𝑐 𝑒 =  

𝑒∈𝑃

𝑎 ⋅ 𝑤 𝑒 = 𝑎 ⋅ 

𝑒∈𝑃

𝑤 𝑒 = 𝑎 ⋅ 𝑤 𝑃 ≤

𝑐 𝑃 ≤ 𝑎 ⋅ 𝑤 𝑄 = 𝑎 ⋅ 

𝑒∈𝑄

𝑤 𝑒 =  

𝑒∈𝑄

𝑎 ⋅ 𝑤 𝑒 =  

𝑒∈𝑄

𝑐 𝑒 = 𝑐 𝑄

𝑤אי השוויון נובע מכך ש  𝑃 ≤ 𝑤 𝑄.
𝑐היות והנחנו כי , זו סתירה 𝑄 < 𝑐 𝑃.



תרגיל
𝐺נתון גרף מכוון  = 𝑉,𝐸פרט לקשת  , שליליים על הקשתות-עם משקלים אי

𝑒יחידה  = 𝑎,𝑏נתון כי אין מעגלים בעלי משקל שלילי בגרף. שמשקלה שלילי.
𝑠נתון צומת  ∈ 𝑉 . הציעו אלגוריתם המחשב את𝑑𝑠 𝑣 לכל𝑣 ∈ 𝑉  בזמן

𝑂 𝑉 + 𝐸 log 𝑉.



תרגיל
𝐺נתון גרף מכוון  = 𝑉,𝐸פרט לקשת  , שליליים על הקשתות-עם משקלים אי

𝑒יחידה  = 𝑎,𝑏נתון כי אין מעגלים בעלי משקל שלילי בגרף. שמשקלה שלילי.
𝑠נתון צומת  ∈ 𝑉 . הציעו אלגוריתם המחשב את𝑑𝑠 𝑣 לכל𝑣 ∈ 𝑉  בזמן

𝑂 𝑉 + 𝐸 log 𝑉.

:פתרון
𝑣יהא  ∈ 𝑉 . למסלול הקל ביותר מצומת𝑠 לצומת𝑣יש שתי אפשרויות:

𝑒המסלול לא עובר דרך הקשת 1. = 𝑎,𝑏.

𝑒המסלול עובר דרך הקשת 2. = 𝑎,𝑏פעם אחת בלבד.



תרגיל
(הרעיון:)פתרון
𝑣יהא  ∈ 𝑉 . למסלול הקל ביותר מצומת𝑠 לצומת𝑣יש שתי אפשרויות:

𝑒המסלול לא עובר דרך הקשת 1. = 𝑎,𝑏.

𝑒המסלול עובר דרך הקשת 2. = 𝑎,𝑏פעם אחת בלבד.

𝑑𝑠נסמן ב 
′ 𝑣 את משקל המסלול הקל ביותר מצומת𝑠 לצומת𝑣 בגרף𝐺′ = 𝑉,𝐸 − 𝑒.

(:תת מסלול הוא מסלול קל ביותר)לפי המבנה האופטימלי של מסלולים קלים ביותר 

𝑑𝑠 𝑣 = min 𝑑𝑠
′ 𝑣 ,𝑑𝑠

′ 𝑎 + 𝑤 𝑒 + 𝑑𝑏
′ 𝑣



תרגיל
(האלגוריתםתאור: )פתרון

𝐺גרף מכוון : קלט = 𝑉,𝐸למעט קשת , בעל משקלים אי שליליים𝑒 = 𝑎,𝑏 צומת , שלילישמשקלהs.
𝑑𝑠משקל מסלול קל ביותר : פלט 𝑣 לכל𝑣 ∈ 𝑉.

:תיאור האלגוריתם

′𝐺בנה את הגרף 1. = 𝑉,𝐸 − 𝑒.

.′𝐺על הגרף Dijkstraהרצות של אלגוריתם שתיבצע 2.

 אחת עבור𝑠 , אחת עבור𝑏.

𝑣חשב לכל צומת 3. ∈ 𝑉:

𝑑𝑠 𝑣 = min 𝑑𝑠
′ 𝑣 ,𝑑𝑠

′ 𝑎 + 𝑤 𝑒 + 𝑑𝑏
′ 𝑣



תרגיל
(:הוכחת נכונות)פתרון 
:יכול𝑣לצומת 𝑠מסלול קל ביותר מצומת :נכונות

𝑑𝑠ואז משקלו , 𝑒לא להשתמש ב 1.
′ 𝑣.

𝑒לעבור דרך , 𝑎להגיע ל 2. = 𝑎,𝑏 ולהמשיך ל𝑣 , במשקל𝑑𝑠
′ 𝑎 + 𝑤 𝑒 + 𝑑𝑏

′ 𝑣.
.הוא הטוב מבין שתי האפשרויות𝐺המסלול הקל ביותר ב 

𝑂:סיבוכיות 𝑉 + 𝐸 log 𝑉.



תרגיל נוסף



פתרון





WARSHALL-FLOYDם תאלגורי





ALL PAIRS SHORTEST PATHS-הערה

.  בגרףקודקודמכל   Bellman-Fordניתן להריץ את 

𝑂(𝑉2 ∗ 𝐸)

.Dijkstraניתן לעשות זאת עם אלגוריתם , אם כל המשקלים חיוביים



טכניון-תרגיל 
נמליםnביןסחורותמעבירים ”save the dolphins“הספנותבחברת

יםנתיבכלעבור(. כיוונידוהואיםנתיב)יםנתיביmי"עהמקושרים

האם( 2)ו (  חיובימספר)אותולעבורשלוקחהזמןמשך(1): ידוע

יותרשאיןלהניחאפשר)דולפיניםשלמחייהאזורדרךעוברהוא

(.אחדבנתיבאחדמחייהמאזור

אתלמצואמעוניינתהספנותחברת, הסביבהאיכותמשיקולי

אזורישלמינימאלימספרדרךשעובר, נמללכלנמלמכלהמסלול

דרךשעובריםמסלוליםכמהוקיימיםבמידה. דולפיניםשלמחייה

. זמןמבחינתביותרהקצרהמסלוליועדףמחייהאזורימספראותו

בקיצורהסבר. הבעיהאתשפותרO(n3)בסיבוכיותאלגוריתםהצע

.פורמאליתבהוכחהצורךאין, האלגוריתםנכונותאת

הזמןואתהמחייהאזורימספראתלאחדדרךמצא: הנחייה

.אחתמשקללפונקצית



פתרון

י שתי  "נתיב ים מיוצג ע. י צומת"בו כל עיר נמל תיוצג עG(V,E)ניצור גרף מכוון 
2י "כל קשת מאופיינת ע. קשתות אנטי מקבילות המחברות בין זוג צמתים

נפעיל אלגוריתם פלויד  . t,  ומשך זמן, s, אזורי מחייה של דולפינים' מס:פרמטרים
:  הבאהשינוילמציאת מסלולים קצרים ביותר עם השינוי וורשל

.וורשלכמו פלויד : סיבוכיות


