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 רציפות בהחלט:

הגדרה:  : ,f a b    0נקראת רציפה בהחלט אם לכל    0קיים    כך שאם
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תהיינה  תרגיל: , : ,f g a b   רציפות בהחלט ו-c :קבוע. הוכיחו 

 רציפה בהחלט.  cfא. 

fב.  g  .רציפה בהחלט  

 רציפה בהחלט.  fgג. 

 פתרון:
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ו , ישנfב. ע"פ הגדרת הרציפות בהחלט של 
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f,ג.  g   רציפות בקטע סגור, ולכן חסומות )כלומר   ,f x g x M   לאיזשהוM(  
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נאמר כי  הגדרה: : ,f a b    אם יש קבוע תנאי ליפשיץמקיימת את ,L  כך  שלכל

 , ,x y a b  מתקיים   f x f y L x y   . 

 

 תרגיל:

א. הוכיחו כי אם  : ,f a b   .מקיימת את תנאי ליפשיץ, אזי היא רציפה בהחלט 

ב. נניח כי  : ,f a b    1היא ממחלקהC  ה ברציפות(. הוכיחו כי היא מקיימת את תנאי )גזיר

 ליפשיץ.

 פתרון:
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רציפה בקטע הסגור  f'ב. מהנתון  ,a b ( ולכן חסומה שם 'f x M)  יהיו . , ,x y a b  

כלשהם, ע"פ משפט הערך הממוצע של לגראנז' מתקיים 

        ' 'f x f y f x y f x y M x y         עבור   כלשהו ביןx  ל-y . 

 וזהו בדיוק תנאי ליפשיץ. 

 

]מוגדרת ורציפה בהחלט ב  f)הרחבה למשפט היסודי של החדו"א ב'(: תהי  משפט , ]a b  אזי . 'f x 

]קיימת כב"מ ב  , ]a b  ואינטגרבילית שם, ומתקיים 
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הערה: אם יש קפיצה של הפונקציה  f x  אזי ברור כי לא יתקיים     '
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התנאי ש מכייון שהאינטגרל לא יסכום את הקפיצה. מצד שני  f x חלט הכרחי. הינה רציפה בה

לדוגמא, נניח כי  f x  הינה פונקצית קנטור. ראינו בתרגול כי עבור פונקציית קנטור

 ' 0f x   כב"מ. לכן 
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 למרות שפונקצית קנטור רציפה.

 

תהי  תרגיל: .1 : 0,1f  אים הבאים שקולים:הוכיחו כי התנ 

1 .f  ,רציפה בהחלט   ' 0,1f x  ( כב"מdmו )- 0 0f   

. קיימת קבוצה 2 0,1Aמדידה לבג כך ש ,-    0,f x m A x   

 פתרון:

2 1  נגדיר    : 0,1 : ' 1A x f x  בגלל ש .-f  רציפה היא מדידה, ולכן גם הנגזרת שלה'f 

 רציפה בהחלט: f-מדידה. עכשיו בגלל ש Aמדידה )תרגול שעבר( ומכאן שהקבוצה 
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ע"פ הכללת לבג    ' Af x I x  כב"מ, ולכן   ' 0,1f x   כב"מ. ופשוט לראות כי 0 0f  . 

 

]על הקטע  f: פונקצית בורל משפט , ]a b ודות שבה הינה אינטגרבילית רימן אמ"מ קבוצת הנקf 

 ואז אינגרל רימן שווה לאינטגרל לבג. 0איננה רציפה בקטע הינה בעלת מידת לבג 

]: נניח כי דוגמא , ] [0,1]a b    וכי  1Af x   כאשרA  הינה קבוצת הרציונאליים. במקרה כזה

 איננה רציפה באף נקודה ולכן איננה אינגרבלית רימן.  fהפונקציה  נקבל כי



: נגדיר את הפונקציה דוגמא f x  להיות שווה לאפס אםx ראציונאלי ו -הינו אי
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