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 שאלות ממבחנים  –  חלק א'
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 סעיף א' 

𝑎𝑛+1מתקיים כי    nאנחנו רוצים להוכיח כי לכל  ≥ 𝑎𝑛 

𝑎𝑛+1כלומר צ"ל כי   − 𝑎𝑛 ≥ 0 

 מתקיים כי  nת הנסיגה, ונקבל כי לכל נעביר אגף בנוסח

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛 − 1 

𝑎𝑛מתקיים כי   nריך בעצם להוכיח כי לכל לכן צ  − 1 ≥ 𝑎𝑛  או 0 ≥ 1 . 

𝑛. עבור  דוקציהנוכיח זאת באינ = 𝑎1נתון כי   1 > 1 . 

𝑎𝑛עבורו   𝑛יהי   > 𝑎𝑛+1גם  צ"ל כי  1 > 1 

 אכן 

𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 − 1 > 2 ⋅ 1 − 1 = 1 

 

 סעיף ב' 

 ל סופי, או שאינה חסומה ושואפת לאינסוף. סת לגבו , או שהיא חסומה ומתכנעולה כיוון שמדובר בסדרה מונוטונית

𝑎𝑛הסדרה חסומה היא מתכנסת לגבול סופי, נסמן   אם → 𝐿 

 לאינסוף   נשאיף את שני צידי נוסחאת הנסיגה

lim𝑎𝑛+1 = lim⁡(2𝑎𝑛 − 1) 

 ולכן 
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𝐿 = 2𝐿 − 1 

 ולכן 

𝐿 = 1 

𝐿דולים או שווים לאיבר הראשון, ולכן גם  ת עולה, כל איבריה ג אבל! כיוון שהסדרה מונוטוני ≥ 𝑎1 

𝑎1אבל   >  וסה"כ קיבלנו כי  1

1 = 𝐿 ≥ 𝑎1 > 1 

 . בסתירה 

𝑎𝑛ומתקיים כי   אינה חסומה לכן הסדרה   →  כפי שהסברנו.  ∞
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 סעיף א' 

 נעביר אגף בנוסחאת הנסיגה

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =
𝑎𝑛
2

𝑛
+ 𝑛 > 0 

 חנו כי הסדרה מונוטונית עולה. והוכ

 

 סעיף ב' 

𝑎𝑛מנו  הסדרה חסומה היא מתכנסת לגבול סופי, נס אם → 𝐿 

 נשאיף את שני צידי נוסחאת הנסיגה

lim𝑎𝑛+1 = lim(
𝑎𝑛
2

𝑛
+ 𝑎𝑛 + 𝑛) 

  ביטוי ה
𝑎𝑛
2

𝑛
 שואף לאפס כיוון שהמונה שואף למספר הסופי ואילו המכנה שואף לאינסוף  

 כמובן שואף לאינסוף.  𝑛והביטוי   𝐿שואף ל  𝑎𝑛הביטוי  

 נקבל כי סה"כ 

lim(
𝑎𝑛
2

𝑛
+ 𝑎𝑛 + 𝑛) = ∞ 

 אך מצד שני 
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lim𝑎𝑛+1 = 𝐿 ∈ ℝ 

 בסתירה. 

𝑎𝑛, וכיוון שהיא מונוטונית עולה מתקיים כי  ינה חסומה אלכן הסדרה   → ∞. 
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 סעיף א' 

𝑛יה. עבור  נוכיח באינדוקצ  = 𝑎1נתון כי   1 =
1

2
< 1 

𝑎𝑛  ועבור  𝑛יהי   < 𝑎𝑛+1צריך להוכיח כי   1 < 1 

 אכן, 

𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛
3 + 𝑎𝑛
2

<
1 + 1

2
= 1 

 סעיף ב' 

 שית, נוכיח באינדוקציה כי כל איברי הסדרה חיוביים. רא

𝑛עבור   = 𝑎1נתון כי   1 =
1

2
> 0 

𝑎𝑛עבורו   𝑛יהי   > 𝑎𝑛+1צריך להוכיח כי   0 > 0 

 אכן, 

𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛
3 + 𝑎𝑛
2

>
0 + 0

2
= 0 

 

 . יורדת כעת נראה כי הסדרה מונוטונית 

 מתקיים כי 𝑛צריך להוכיח כי לכל  

𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛 

 ולקבל אי שיוויון שקול  𝑎𝑛אפשר לחלק ב כיוון שכל איברי הסדרה חיוביים, 

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

≤ 1 

 כן לפי נוסחאת הנסיגה א
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𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

=

𝑎𝑛
3 + 𝑎𝑛
2
𝑎𝑛

=
𝑎𝑛
2 + 1

2
<
1 + 1

2
= 1 

 כאשר המעבר האחרון הוא בזכות ההוכחה מסעיף א'. 

 

𝑎𝑛  גבול סופילמתכנסת הסדרה מונוטונית יורדת וחסומה מלרע ע"י אפס ולכן הוכחנו כי כעת,  → 𝐿 

 נוסחת הנסיגה נשאיף את שני צידי 

lim𝑎𝑛+1 = lim
𝑎𝑛
3 + 𝑎𝑛
2

 

 ולכן 

𝐿 =
𝐿2 + 𝐿

2
 

 בחלוקה באפס( בלהתבלבל עם ם משותף )עדיף מצמצום, כי אז לא מסתכנים נעביר אגף ונוציא גור

0 =
𝐿2 + 𝐿

2
− 𝐿 =

𝐿2 + 𝐿 − 2𝐿

2
=
𝐿(𝐿 − 1)

2
 

𝐿לכן   = 𝐿או   0 = 1 

𝐿כיוון שהסדרה יורדת גבול קטן או שווה לאיבר הראשון ולכן   ≤
1

2
 

𝐿ה רק אפשרות אחת, ובהכרח  ביחד נותר =  וזה גבול הסדרה.  0
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7𝑛

2𝑛
2 = (

7

2𝑛
)
𝑛

→ 0∞ = 0 
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√2𝑛 + 𝑛
𝑛

= √2𝑛 (1 +
𝑛

2𝑛
)

𝑛
= 2(1 +

𝑛

2𝑛
)

1
𝑛
→ 2 ⋅ 10 = 2 

כאשר השתמשנו בכך ש  
𝑛

2𝑛
→  : וזה נובע מכלל המנה 0

𝑛 + 1

2𝑛+1
⋅
2𝑛

𝑛
=
1

2
(1 +

1

𝑛
) →

1

2
< 1 
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 שאלות חדשות  –  חלק ב'

 בכלל השאלות 'הופריכו' = 'הוכיחו או הפריכו'. 

𝑎יהי   .6 ∈ ℝ   ותהי סדרה𝑎𝑛   מתכנסת לגבול סופי כך שלכל𝑛 ∈ ℕ   מתקיים כי𝑎𝑛 < 𝑎 

lim𝑎𝑛הופריכו כי   . א < 𝑎 

 הפרכה:

𝑎𝑛 = 1 −
1

𝑛
< 1 

 אבל 

lim𝑎𝑛 = 1 

lim𝑎𝑛ופריכו כי  ה . ב ≤ 𝑎 

 הוכחה:

𝑏נב"ש כי   = lim𝑎𝑛 > 𝑎 

𝑎לכן   <
𝑎+𝑏

2
< 𝑏   

𝑎𝑛כיוון ש   → 𝑏 ,כי  מתקיים   ם החל משלב מסויי𝑎𝑛 >
𝑎+𝑏

2
𝑎𝑛בסתירה לכך ש    < 𝑎    לכל𝑛 . 

𝑎𝑛המתכנסת לגבול סופי   𝑎𝑛תהי סדרה   .7 → 𝐿 

𝑎𝑛ופריכו: החל משלב מסויים  ה . א > 𝐿   או שהחל משלב מסויים𝑎𝑛 < 𝐿 

 הפרכה:

𝑎𝑛 =
(−1)𝑛

𝑛
→ 0 

𝑎𝑛הזוגיים מתקיים כי  במקומות בכל האיברים   > 𝑎𝑛במקומות האי זוגיים מתקיים כי  ובכל האיברים   0 < ולכן לא מתקיים   0

 מת. שהחל משלב מסויים רק אחת מבין האופציות מתקיי

 

𝑎𝑛עה  בו הק הסדרה  – נוסח השאלה טופשת המתאימה להפרכה נוספת ומ = 𝐿 נה ואינה גדולה מהגבול. שלעולם אינה קט 

𝑀ופריכו: קיים  ה . ב ∈ ℝ   כך שלכל𝑛 ∈ ℕ   מתקיים כי|𝑎𝑛| < 𝑀 

 המתכנסת לגבול סופי היא חסומה. סדרה  – ה בסרטונים לגנו עליה בכיתה אבל מופיעהוכחה שדי זו הוכחה: 

𝑎𝑛√מתקיים כי  ופריכו: ה . ג
3 → √𝐿

3
 

𝜀הוכחה: יהי   > 𝑛כך שלכל   𝐾צריך למצוא מקום   0 > 𝐾   מתקיים כי|√𝑎𝑛
3 − √𝐿

3
| < 𝜀 

𝑎)  , נכפול בצמוד המתאים לחזקת שלושוינפתח את הביט − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) = 𝑎3 − 𝑏3 



|√𝑎𝑛
3 − √𝐿

3
| = |(√𝑎𝑛

3 − √𝐿
3
) ⋅
(√𝑎𝑛
3 )

2
+ √𝑎𝑛

3
√𝐿
3
+ (√𝐿

3
)
2

(√𝑎𝑛
3 )

2
+ √𝑎𝑛

3
√𝐿
3
+ (√𝐿

3
)
2| = |

𝑎𝑛 − 𝐿

(√𝑎𝑛
3 )

2
+ √𝑎𝑛

3
√𝐿
3
+ (√𝐿

3
)
2| ≤ 

 : נגדיל את המכנה באמצעות אי שיוויון המשולש ונקטין את הביטוי 

≤
|𝑎𝑛 − 𝐿|

|𝑎𝑛|
2
3 + |𝑎𝑛|

1
3|𝐿|

1
3 + |𝐿|

1
3

≤ 

𝑀קיים   כיוון שהסדרה מתכנסת לגבול סופי )ובהתאם לסעיף ב'( > |𝑎𝑛|מתקיים כי   𝑛כך שלכל   0 < 𝑀 

 טין את הביטוי: לכן נוכל להגדיל את המכנה ולהק

<
|𝑎𝑛 − 𝐿|

𝑀
2
3 +𝑀

1
3|𝐿|

1
3 + |𝐿|

1
3

=
|𝑎𝑛 − 𝐿|

𝐷
 

 𝐷את המכנה בקבוע   כאשר סימנו 

0 < 𝐷 = 𝑀
2
3 +𝑀

1
3|𝐿|

1
3 + |𝐿|

1
3 

𝑎𝑛כעת, כיוון ש   → 𝐿  מקום אחריו  קיים 

|𝑎𝑛 − 𝐿| < 𝐷 ⋅ 𝜀 

𝑛להיות שווה למקום הזה, ולכל   𝐾נבחר את   > 𝐾  מתקיים כי 

|√𝑎𝑛
3 − √𝐿

3
| <
|𝑎𝑛 − 𝐿|

𝐷
<
𝐷 ⋅ 𝜀

𝐷
= 𝜀 

,𝐴היינה קבוצות לא ריקות של מספרים ממשיים  ת .8 𝐵 ⊆ ℝ   כך ש𝐴 ⊆ 𝐵 

sup𝐴חסומה מלעיל ומתקיים כי   𝐴חסומה מלעיל אזי גם   𝐵הופריכו: אם   . א ≤ sup𝐵 

𝑚חסומה מלעיל אז קיים מספר   𝐵הוכחה: אם   ∈ ℝ כל  ך שלכ𝑏 ∈ 𝐵   מתקיים כי𝑏 ≤ 𝑚 

 חסומה(.  𝐴)ובפרט גם   𝐴הוא גם חסם מלעיל של   𝐵של   𝑚  חסם מלעיל כל  נוכיח כי 

𝑎ח שלכל  הוכיצריך ל ∈ 𝐴   מתקיים כי𝑎 ≤ 𝑚. 

𝑎יהי   ∈ 𝐴  כיוון ש ,𝐴 ⊆ 𝐵   נובע כי𝑎 ∈ 𝐵  ולכן ,𝑎 ≤ 𝑚 . 

 

 .𝐴שהוא )לפי ההגדרה( חסם המלעיל הקטן ביותר של   sup𝐴לה חסם עליון  חסומה מלעיל, יש  לא ריקה ו 𝐴ש כיוון 

 . 𝐴הוא גם חסם מלעיל של   𝐵שכל חסם מלעיל של  הוכחנו 

 𝐴הוא גם חסם מלעיל של   𝐵חסם מלעיל של   sup𝐵כיוון ש  

 . 𝐴חר של  מכל חסם מלעיל אכלומר הוא קטן  ! 𝐴הוא חסם המלעיל הקטן ביותר של   sup𝐴אבל  

 בפרט,  

sup𝐴⏟  
𝐴⁡ חסם⁡המלעיל⁡הקטן⁡ביותר ⁡של

≤ sup𝐵⏟  
𝐴⁡ חסם⁡מלעיל⁡כלשהו⁡של

 



𝐴ופריכו: אם  ה . ב ≠ 𝐵   אזיsup𝐴 < sup𝐵 

 הפרכה:

 נביט בקבוצות  

𝐴 = {1,3}, 𝐵 = {1,2,3} 

sup𝐴נתוני השאלה אך  הקבוצות עונות על  = sup𝐵 = 3 . 

 

 בהצלחה! 


