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 .  שהוא לא אגודה אלמנטים2בנה אלגברי עם ל מתנו דוגמה ש. א .1
                        :למשל נגדיר
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),(הוכח כי לכל מונויד  . ב ⋅X  קבוצה  )(* XPצות לא ריקות  של תת קבו   

:}|,{  טבעי  כפל  מגדירה מונויד לגבי     BbAabaBA ∈∈⋅=• .  

)),((מה הם ההפיכים ב                       * •XP ?    

                  

*)( במוגדרת היטב וסגורה הפעולה  XP .   

  .X שמתבססת על האסוציאטיביות של הפעולה ב האסוציאטיביות             קל לבדוק את 

}    ניטרליאיבר                }e .   

*)( ההפיכים של המונואיד םהאיברי XP  : הקבוצות בצורה{ }a עבור  a הפיך ב X  
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     G אזי 2 הוא Gבחבורה ) נייטרליל פרט(אם הסדר של כל איבר  שוחיהוכ. א .2
 .  ת דוגמה של חבורה אינסופית כזאנו ותליתאב    
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:15),( העבור החבור. ב 50 ⊕>≤=< ZG אפשרייםיוצרים : כמויות שלמצאו  ,   

   . אוטומורפיזמים ותת חבורות    
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10 | | 15 1 10

(50,15)
G order= ⇒ = ⋅ =  

   לכן .10 מסדר  ציקלית חבורהGכלומר 

(10):   אפשריים שווהמספר יוצרים 4ϕ =.  

  , לא רק הכמות,  Gתאור היוצרים של אם היינו שואלים על : הערה(

}:אז התשובה היא הקבוצה הבאה  }5015 : 1 10, ( ,10) 1n Z n n⋅ ∈ ≤ < =(   

  ). ליוצר אחר15 יםמעבירמשמעית כש-מוגדר חד  (G  אוטומורפיזמים של4ולכן יש גם  

  .5, 2, 10, 1הם  10 של כי המחלקים  תת חבורות 4יש :  ? Gכמה תת חבורות יש ל 
  

    G תת חבורות של תאור אם היינו שואלים על (

 יש תת חבורה 10של  m לכל מחלק 
10

15H G
m

= ⋅   ).  m מסדר  ≥

  

),( מדוע חבורהוריהסב. ג ⋅
+

Q היא לא נוצרת סופית של רציונליים חיוביים .   

   

),(האם     ⋅
+

Qלחבורה  איזומורפית ),( +Q רציונליים של ?  

  

  

1 בשלילה                נניח 
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אם .  השברים אחרי הצמצוםכ" בהכאשר, =

יהיה לנו מספר סופי של גורמים ראשונים בסך הכל , נפרק כל מכנה לגורמים ראשונים

אזי ,  מספר ראשוני שונה מכל אלה pאם .  המכנות nוק של כל ם בפירשתתפישמ
1

p
 לא 

  .מתקבל על ידי היוצרים האלה
  

f:נניח קיים איזומורפיזם  : למה לא איזומורפיות החבורות הנתונות Q Q
+
אזי יש מקור  , →

x 2 רציונלי  ל     : ( ) 2 ( ). ( ) 2
2 2 2 2

x x x x
f f f+ = → אז הגענו למספר רציונלי שברבוע  . =

  !.סתירה: 2נותן לנו 
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    שהוא לא →GG ומונומורפיזם Gיימת חבורה ק : הוכח או הפרך. א .3
  .איזומורפיזם    

    למשל.כן קיים   
: , ( ) 3f f m m→ =� �  

  

509992010 אפימורפיזם םקיי לא  :הפרך או הוכח .ב
2

Ω××Ω→ ZZ.  

  כן קיים   
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fואז ההרכבה , אפימורפיזם   fהעתקה  goם שמעתיק עבור האיזומורפיז

2010 ל  החבורה השניה 999 50Z Z
⋅

  .מהווה אפימורפיזם ×

 איזומורפיזם מצאו .ג
*

2 RR ≅Ω×
+

    חבורה ב H תת חבורה ותארו  

   100
*: DCG HG כך שחבורת מנה =× לאיזומורפית  /

*R  . 
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  "מעגל היחידה" Tוהגרעין הוא ,    מהווה אפימורפיזם

:   ואז
*C RT +
100 נוסף לזהב). 1משפט איזו  (≅
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H:100ח"לכן התשובה היא  ת T C= × . 
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 .הוכחנו בהרצאה.   Cayley משפט ו אתחיהוכ. א .4
  

),( דיהדרליתחבורה ב. ב 3 ⋅D   תת חבורה  מצאוH 3 ואיברים, Dyx    כך ∋

)()(    שהקבוצה  yHxH   . )(Hxy לא שווה ל ⋅
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)1  שים לב( ) ( )α βα α α β β−
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1021 חבורות  שלקיים מונומורפיזם : הוכח או הפרך. ג AZ →  .  

  

,1) :21ם איבר מסדר קיי10A ב: כן קיים 2,3,4,5,6,7)(8,9,10)a ז וא. =

21Z H a≅  את  נוכל להגדיר.=

21המונומורפיזם 10: , ( ) kf Z A f k a→ =.  
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 .הוכחנו בהרצאה.  Burnside משפט את וחיהוכ .א .5

   מספר חבורות  גדול מ5Sמספר מחלקות צמידות בחבורה : הוכח או הפרך. ב     

  . איברים1200עם אבליות לא ציקליות     

  

של  ρ(5) מספר החלוקות על ידי ניתן לקבל 5S ב מספר מחלקות הצמידות 

  .7ולכן שווה ל   5המספר 
4 21200 2 3 5= × (4) יש. × (1) (2) 10ρ ρ ρ  ת לא איזומורפיות חבורות אבליו=

שהיא (היחידה ולא נספור את הציקלית , 1200בגודל ) עד כדי איזו(

:16 3 25 1200Z Z Z Z× ×    .9 ואז נקבל )≅

  .הטענה לא נכונהלכן 

  
-- --- --- ---- --- --- ---- ---- -- ---- --- --- ---- --- --- ---- ---- -- ---- --- --- ---- --- --- ---- ----  

  

XXGנניח   .ג    כפלית חבורה פעולה של ×→
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||2010בעלת  Xמעל קבוצה  =Xקיימת נקודת שבתש הוכח.  איברים.  

  

          37G ||2010 לא מחלק את  7ו  , = =X ,בורות ואז לפי משפט שלמדנו עבור חp     

  .נובע ש יש נקודת שבת            
  

   .  איברים היא פתירה55 שכל חבורה עם וחי הוכSylow בעזרת משפטי  .א .6
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}: אז השרשרת  , 11- את החבורה סילוHאם נסמן ב  }e H G<  מקיימת >

לכן החבורה ). חבורה מסדר ראשוניציקלית ככל מנה היא ( אבליות  הן שהמנות
G היא פתירה.  
  

   אותה שאלה עם חבורה .  דוגמה של חבורה סופית לא אבלית פתירהנות. ב
 . אינסופית    

  .) n  לכל  nDאו   (3D למשל

3H :ח"ת חקנ( C= .ליות  נורמלית עם מנות אבשרת הבאה היאשר:  { }e H G< הסדר : >

של 
G

H
לית ואז גם המנה   ציקלית ולכן אבH. ליתמנה אב נורמלית והחבורת H ולכן 2 הוא  

{ }

H

e
  ). לית  אב
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  : ינסופימקרה א
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a b
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� 3    או   � 3 3 ........D D D= × ×

3D או  � ×� ...  .  

נקח (
1

: :
0 1

b
H b G

  
= ∈  

  
�      � אבלית כי איזומורפית ל  >

}ושרשרת נורמלית     }e H G< <  

חבורת מנה 
*/G H ≅ שיש אפימורפיזם  שימו לב .  גם אבלית�

*G→ �    

    . )H שווה ל Gנגזרת ראשונה של :  דרך אחרת לבדוק. H עם הגרעין 
  

  .5A חבורהב תבונןנ. ג

  ?5A - יש ב3כמה איברים מסדר  •

  ?5A - סילו יש ב-3 כמה חבורות  •

אבלית ומצאו לאיזו חבורה  H -הוכיחו ש. 5Aסילו של - 2 תת חבורה Hתהי  •

  . איזומורפיתHאבלית 

  

 ישנם , 3הם המחזורים מאורך  : 3איברי מסדר 
5 5!

2! 20
3 3 2!

 
⋅ = = 

⋅ 
.   

 איברים 2בהן יש ואז , 3 הן ציקליות מסדר 3 מסדר תת חבורות : סילו-3חבורות 

}בצורה :  ו הניטרלי 3מסדר  }2, ,e a a . 3 האיברים מסדר 20ואז אם נקח את , 

  . תת חבורות10יהיהו לנו 

22H אזי ,5A  של סיל-2חבורה תת  Hאם  : סילו-2חבורות  ואז היא  , =

  ). א 2שאלה : דרך אחרת, אבליותהן   p2למדנו שחבורות (לית אב

5A ב 4ים מסדר  לא ציקליות כי אין איברH אבל 
 .

  

 בזרים דרך עגילים אחרות הרכבות  ול, הן תמורות אי זוגיות 4מחזורים מסדר 

5S 4 אין סדר.
    

 H לא ציקלית 
 

2לכן  2H ≅ ×� �
.  

  
  
  

 ☺   !      הבוט הנש


