
Interpolation

אינטרפולציה
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בעיית אינטרפולציה יכולה להיות מוגדרת כבעיה  : פתרון הבעיה 
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פולינומים
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(מקדמים                )כמטריצת יחידה  Aהצגת : המטרה •
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אינטרפולצית ניוטון
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:  תכונות של פולינום ניוטון     •

0 0 0

1 1
1

1 1

( ( ))

( )

( )

k k k
k

k k

y P x

y P x

x



  


 

 






0 ( ) 1x   עמודה ראשונה של מטריצהAהיא אחדים 

 0:פונקציות הבסיס אפשר לקבל רקורסיבית

1

( ) 1

( ) ( )( )i i i

x

x x x x

 

  

  מקדמים          אפשר לחשב בצורה רקורסיביתi


 הוספת נקודת אינטרפולציה מביאה להוספת איבר לפולינום הקיים

לשנות את האיברים הקודמיםבלי 

1

0

( ) ( )




  
j

j i

i

x x x
10

'אלכסנדרה אגרנוביץ' דר: מאת . אוניברסיטת בר אילן



הוכחת•
0 0 0

1 1
1

1 1

( ( ))

( )

( )

k k k
k

k k

y P x

y P x

x



  


 

 






נסמן

0 1 0 2 0 1 0 1 1( ) ( ) ( )( ) ... ( )( )...( )k k kP x x x x x x x x x x x x x              

1אזי 1 1( ) ( ) ( )k k k kP x P x x    

:      כיוון שנוספה תצפית                    אפשר לחשב את            1 1,k kx y 1k




1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )k k k k k k k ky P x P x x        1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )k k k k k k k ky P x P x x        

1 1
1

1 1

( )

( )

k k k
k

k k

y P x

x
  



 





מכאן

.ל.ש.מ

11

'אלכסנדרה אגרנוביץ' דר: מאת . אוניברסיטת בר אילן



0 1 0 2 0 1( ) ( ) ( )( )P x x x x x x x       

0 0 0

1 1 0 1 1 0

2 2 0 1 2 0 2 2 0 2 1

y = P(x )= α

y = P(x )= α +α (x - x )

y = P(x )= α +a (x - x )+a (x - x )(x - x )

0

0

f [ x ]
f [ , x ]

 


0 1 0

1 0 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0

2 0

0

1

1 2 0 2 2 0 2 1

1

y = y - y

y = α +α (x - x ) x - x

y = α +α (x - x )

y = α + (x - x )+ (x - x )(x

α
x

- x

α

)

 

0
f [ , x ]











1 02 1

1 0
2 1 2 1

1 0

2 0 2 1

1 02 1

2 1

f[x ,x ]f[x ,x ]

2 1

1 0

2

2

0

y - y
y - y (x - x )

x - x

(x - x )(x - x )

y - yy - y

x - x x -
x ,x

x - x

x

:נתבונן בפולינום ניוטון ריבועי 

12
'אלכסנדרה אגרנוביץ' דר: מאת . אוניברסיטת בר אילן



הפרשים מחולקים  : שיטת חישוב מקדמי פולינום ניוטון 
(Divided differences)
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שגיאת אינטרפולציה
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תהי              רציפה בקטע            נניח כי הנגזרת( עבור            ) 
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( 1)

0

( )
( ) ( )

( 1)!

n n

n i

i

f
e x x x

n





 



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קיים פולינום אינטרפולציה בנקודות  , אם                         1( ) ( , )nf x C a b0 1, ,..., ,nx x x t

   1 0 1

0

( ) ( ) , ,..., ,
n

n n n i

i

P x P x f x x x t x x



  

:t=xנשים  :                   .  tבנקודה   1( ) ( )nf t P t

   0 1

0

( ) ( ) , ,..., ,
n

n n i

i

f x P x f x x x x x x


  

קיבלנו מקודם 

)כי קיים                כך ש  , מתקבל  , )a b 

 
 ( )

0 1, ,...,
!

n

n

f
f x x x

n






(Rungeפונקצית : דוגמה )נקודות ' שגיאות אינטרפולציה עם הגדלת מס

2

1
( ) : ( )  6 ( )  10 ( )  20 ( )  40

1
f x a n b n c n d n

x
    


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(spline)י ספלאיין "אינטרפולציה ע

פולינום  י פולינום בנינו "באינטרפולציה ע•
n+1)העובר דרך כל נקודות הטבלה יחיד 

( 'נק

האוסצילציותראינו שהפולינום יוצר בעיית •
.גדלnככל ש 

כ לא  "י פולינום בד"אינטרפולציה ע•

.מתכנסת כאשר             

הבעיה חמורה עוד יותר אם הפונקציה לא  •

.חלקה

n

,  למצאו מספר פולינומים–אפשרות אחרת

.  כל אחד העובר דרך סט של נקודות

האינטרפולציה החדשה תהיה חלקה כך 

פולינומים  2שבכל נקודת חיבור בין 

יש רציפות לא רק של הפולינום  אלא גם  

!  הנגזרות
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(cubic spline)ספלאין קובי 
:אםn≥ נקרא ספלאין מדרגה g(x):הגדרה

[xi+1,xi]על כל תת קטע nהינו פולינום מדרגה קטנה או שווה ל g(x)א

n-1r≤0 ≥לכל [ a,b]רציפה על g(r)(x)ב

x0 x1 x2 x3 x4
x

f0

f1

f2

f3

f4

f x

a= =b

Cubic Splineהכי נפוץ.

:א"ז. 3ישנו פולינום מדרגה ( xi+1,xi)על כל קטע 

2 3

1( ) ( ) ( ) ( ) ,          ,      0 1 , 1i i i i i i i i i ig x a b x x c x x d x x x x x i , ,... n          

),,,(נעלמים  n4קטעים ולכן ישנם nיש  iiii dcba

על הקטענתונה פונקציה       

ו הנקודות

],[ ba

bxxxxa n  ....210

f ( x )
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ספלאיין קובי

( ) ( ) 0,1, , 1

( 0) ( 0)

( 0) ( 0) 1, , 1 3( 1)

( 0) ( 0)

i i

i i

i i

i i

g x f x i n n equations

g x g x

g x g x i n n equations

g x g x

   

   


       
    

0 0( ) ( ), ( ) ( )n ng x f x g x f x    

0( ) ( ) 0ng x g x  

:נבדוק כמה משוואות יש

משוואותn4-2כ "סה

:xn ,x0ב " תנאי שפה"2-נוסיף אותן כ. משוואות2חסרות 

כאשר אין נתונים נוספים אז קובעים:ספלאין טבעיא-

אם ידועות הנגזרות אזי:ספלאין מלא-ב

( clamped spline)ספלאין מלא ;(natural spline)ספלאין טבעי
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2 3

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ( ) 3 ( )

( ) 2 6 ( )

i i i i i i i i

i i i i i i

i i i i

g x a b x x c x x d x x

g x b c x x d x x

g x c d x x

      

     

   
נגדיר

1i i ih x x 

:נשכתב תנאי הספלאין 

2 3

1

1 1 1 1 1

1 1

2

1

1

1 1 1

( ) ( 0,1,..., ) :

( ) ( ) ( ) ( 0,..., 2) :

( ) ( ) , ( 0,..., 2) :

( ) ( ) , ( 0,..., :

3

2)

2 0

2

i i

i i i i i i i i

i i i i i i

i i i

i i i i i i i

i i i i

i i i i

a y

a hb h c h

g x y i n

g x g x g x y i n

g x g x i n

g x g x

d y

b h c h d

i n

b

    

  

  





  

     

 



   





  

 

    

16 2 0i i i ic h d c   

משוואות4n-2קיבלנו מערכת ב  

1ix  2ix ix

( )ig x 1( )ig x
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( ) 2i i i iS g x c 

1

6

i i
i

i

S S
d

h

 


 1
1

2 6

i i i i
i i i i

i

y y h h
b S S S

h





   

ניסוח אלטרנטיבי
.אפשר להקטין את מספר המשוואות בצורה משמעותית

או    :                             נגדיר   משתנים חדשים •
2

i
i

S
c 

נשכתב את תנאי הספלאין   •

1

11

1 1( ) ( ) , ( 1,..., 1) :

6 02 6 2 0i i

i i i i

i ii ii ic h d c

g x g x i n

S h d S

  

 

    

      

1

3

1

1

2

( ) , ( ) ( 1,..., 1) :

i

i i i

i i i i

i i

i i i

i

a hb h c

g x y g

h d

x

y

y i n



    

  



  

1 1 1

2

1( ) ( ) , ( 1,..., 1) 2 3 0i i i ii ii ii i bg x g x i d bn hc h   
      

  2 1 1
1 1 1 2

1

2 6 i i i i
i i i i i i i

i i

y y y y
h S h h S h S

h h

  
   



  
     

 
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קוביספלאין

  2 1 1
1 1 1 2

1

2 6 i i i i
i i i i i i i

i i

y y y y
h S h h S h S

h h

  
   



  
     

 

:  נעלמים                            n+1-קיבלנו מערכת ב 0 1, ,..., nS S S

תנאי שפה

27

'אלכסנדרה אגרנוביץ' דר: מאת . אוניברסיטת בר אילן



(Natural Cubic Spline)קובי טבעי ספלאין

0 0nS S 

28
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)Clamped Cubic Spline )קובי מלא ספלאין

0 0( ) ( ) , ( ) ( )n ng x f x A g x f x B      

1 0
0 0 0 1

0

2 6
y y

h S h S A
h

 
   

 

1
1 1 1

1

2 6 n n
n n n n

n

y y
h S h S B

h


  



 
   

 
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 

 

 

2

1 1 1 1 1 1

21 1 1 1
1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1 1

( ) 2 3

3
2 6 6

2 6 2

3 6 3

n n n n n n n

n n n n n n
n n n n n n

n n

n n n n n n
n n n n n n

n

n n n n n n n n

g x b c h d h B

y y h h S S
S S S S h h B

h h

h h S S y y
S S S S h h B

h

h S S S h S h S

     

   
    

 

   
    



     

    

 
      

 
       

       

   

1
1 1

1

1
1 1 1 1 1

1

1

1

1

1

1 1 1

6

3 6 3 6

6

3

2

n n
n n

n

n n
n n

n n
n n n

n n n n n n

n

n

n

y y
S h B

h

y y
h h h h S h h

y y
h S h S B

S B
h

h


 


 




      







 
  



 



 
          

 

    
 

   1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0

0 0

1 0
0 0 0 1

0

( )
2 6 2 6

2 6

y y h h h h y y
g x b A S S S S S S A

h

y y
h S h S A

h

h

 
           


 

   
 
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31דוגמא  
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32(המשך)דוגמא 
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0d 0c

0b 0a
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דוגמא

? האם הפונקציה הבאה יכולה להיות ספלאיין 

 

 

 

, 1,0

( ) 1 , 0,1

2 2, 1,2

x x

S x x x

x x

  


  


 
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דוגמא

? האם הפונקציה הבאה יכולה להיות ספלאיין 

2

2

, 0

( ) , 0 1

1 2 , 1

x x

Q x x x

x x

 


   
  




36

'אלכסנדרה אגרנוביץ' דר: מאת . אוניברסיטת בר אילן

2

2

, 0

( ) , 0 1

1 2 , 1

x x

Q x x x

x x

 


   
  




שגיאת אינטרפולציה

אם          הוא.  תהי                      עם: משפט 

ביחס לנקודות אינטרפולציה fספלאין קובי יחיד עבור

אזי לכל                 מתקיים,  

 4 ,f C a b
 4 (4)max ( )

a x b
f x f

 
( )g x

0 1 ... na x x x b     ,x a b

4 (4)

1
0 1

( ) ( ) , max ( )j j
j n

f x g x Ch f h x x
  

   
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