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א. באילו נקודות  'f z .קיימת? חשבו את הנגזרת בנקודות אלו 

ב. באילו נקודות f z ?אנליטית 

 פתרון:

 א.

ניתן לרשום    2 2 2 2f x iy x y i x y u iv       הפונקציות .,u v  דיפר' בכל המישור, ולכן

תרגול תנאי קושי רימן קובע את הגזירות. \פ משפט מההרצאהע"

2 , 2 , 2 , 2x y x yu x u y v x v y      .CR  מתקיים על הישר שבוy x   ושםf .גזירה 

את הנגזרת אפשר לחשב ע"י  
   0 0

0
0

' lim
x

f z x f z
f z

x 

 



. xשזוהי הנגזרת החלקית לפי  

 מתקבל   ' 2 1f x iy x i  . 

 ב. אף נקודה. אין מקום.

-נתון ש. 3

2 2

1
4 9

u v
   נגזור לפי המשתנים ונקבל

1 2 1 2
0

2 9 2 9
x x y yuu vv uu vv     ע"י

  רימן המשוואות נהיות -שימוש במשוואת קושי
1 2 1 2

0
2 9 2 9

x y y xuu vu uu vu    ובכתיב .



מטריצי 

1 2

02 9

2 1 0

9 2

x

y

u v
u

u
v u

 
     

     
    

  

0x. אם המטריצה הפיכה מקבלים   yu u   המטריצה לא

הפיכה אם 
2 21 4

0
4 9

u v   0כלומר בראשית. אבל בגלל הרציפות, אפילו בראשיתx yu u  .

 קבועה. vקבועה. ופשוט להראות שגם  u-מכאן ש

. הפונקציה 1 
 2exp z

f z
z

  אנליטית בתחום. ע"פ נוסחת קושי  4

9
2 ' 2

2

i
I if i

e


  . 

 בחזרה לעניינים:

-הגדרה: אומרים של f z  קוטב מסדרm  0בנקודהz אם ל-
 
1

f z
 שם. mיש אפס מסדר  

באופן שקול ניתן לרשום  
 

 0

m

z
f z

z z





עבור   z .אנליטית שלא מתאפסת בנקודה 

תרגיל ממבחן: נניח        , , ,r z f z g z h z  0הן פונקציות אנליטיות בסביבתzכמו כן ל .-f 

. מהו סוג 3אפס מסדר  r-, ול2אפס מסדר  h-, ל0z-ב 1אפס מסדר  g-, ל0z-ב 4אפס מסדר 

הסינגולריות של 
   

   

f z g z

h z r z




 ? 0zבנק'  

פתרון: קוטב פשוט. נרשום 

                       
4 2 3

0 0 0 0, , ,f z z z z g z z z z h z z z z r z z z z          

   ונציב בשבר. 

 הערה: ישנו קשר בין סוג הסינגולריות לבין טור לורן בסביבת הנקודה.

  .mאו"א החזקה השלילית ביותר בפיתוח היא  mלפונקציה יש קוטב מסדר 

 לפונקציה יש סינגולריות עיקרית או"א יש אינסוף חזקות שליליות.

 

 משפט השארית:

Uיהי    ,1תחום פשוט קשר 2, ,..., nz z z U  מספר סופי של נקודות בתחום. תהיf  פונקציה

קבוצה הולומורפית )אנליטית( ב 1\ ,..., nU z z יהי . עקום סגור ב-U  שלא פוגש אף אחת

. אזי kzמהנקודות      
1

2 Res ,
n

k k

k

f z dz i Ind z f z






 . 



 במקרה שהעקומה מקיפה את כל הנקודות פעם אחת    
1

2 Res ,
n

k

k

f z dz i f z





 . 

המלצות לחישוב השארית בנקודה 
0z z : 

0z ,. אם הפונקציה אנליטית בסביבת 4 0Re , 0s f z   

 0zבנק'  m. אם לפונקציה קוטב מסדר נמוך 2

 
 

   
0

1

0 01

1
Re , lim

1 !

m
m

mz z

d
s f z z z f z

m dz





  
 
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 כל כך ברירה, ויש לחשב טור לורן.. במקרה של סינגולריות עיקרית, אין 1
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 ניתן להשתמש במשפט השארית גם כדי לחשב אינטגרלים של פונקציות טריגו'.
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