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 פתרון המבחן 
 

 .1שאלה 
 :הוכח או הפרך

  .יבר הפיך מימין אבל לא משמאלהמכיל א Mקיים מונויד  .א

 נוידבמ. כן : ,M     ,1 , 1N Nh f f h   
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 ).לע אבל לא ע" חחfו (  ע "על אבל לא חחהיא  hשחשוב כאן ש ה מ: ערהה
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 היא הפיכה 

יחד עם . מימין  / 2g x xנקבל   :     0,1 :x f g x x  כלומר  :f g idאבל אין ל -f 

 תהיה ראשונה היא תאבד את המידע של קלטים fכי שמאלי שכן אם הופ
1 1
2

x  ולא ניתן יהיה 

 .לשחזרם

  

2aא  "ז (קיים מונויד אינסופי כך שכל איבר שלו הוא אידמפוטנט .ב a ( . 

  למשל במונויד , כן  ,P   )  קבוצת החזקהP = קבוצת כל תתי הקבוצות(  . 

 

  . ם הוא חבורההצמצוכל מונויד סופי עם תכונת  .ג

,  הוא סופיM-כיוון ש, aאם נתבונן בחזקות חיוביות של .  איבר בוa מונואיד סופי ויהא M יהא .כן

,: כלומר, באיזשהו שלב אנו נחזור על עצמנו , : i ji j i j a a   . מכח הצמצום נקבל :i ja e  

1: ומכאן ש 1i j i ja a a a e       .1: כלומר 1i ja a  בר הזה שייך למונואיד מתכונת  והאי

 . זה נכון לכל איבר ולכן כולם הפיכים והמונואיד הוא חבורה.הסגירות

 



 2

a ניתן לצמצם ב :דרך אחרת M הזזה שמאלית  משמאל לכן: , ( )a al M M l x ax ע" היא חח .

x קיים ןאם כ. סופית M גם על כי alזה גורר ש  M כך ש ax e . 

yקיים  ) צמצום מימין(באופן דומה  M כך ש ya e לבדוק ש ואז קל: x y  . 

 

 .2שאלה 
 . ל החבורהים המינימלי בה שיוצרים יחד את כר דרגה של חבורה כמספר האיברנגדי

 :הוכח או הפרך

 עם Hח " ותGקיימת חבורה  .א  2rank G ,   3rank H . 

6G: למשל. כן Sזה נכון לכל  (2יא בעלת דרגה  הnSאבל , ) הוראה בתרגול

     12 , 34 , 56H G  3 היא בעלת דרגה. 

עם  G כל חבורה אבלית .ב rank G n  היא תמונה אפימורפית של m  לכלm n . 

1נניח . כן 2, ,..., nG a a aונגדיר העתקה :    : , ,mf G  י" ע : 

  1 1
1 2 1 1, ,.., nk k k

m nk k k a a a  

 : אבלית ניתן לשנות את סדר המכפלה בתמונה כרצוננו ולקבלG-כיוון ש

     1 2 1 2f k k f k f k   

 :משום שו, כיוון שניתן במקור להכניס כל חזקה שלמה.  הומומורפיזםfכלומר)  מסמן וקטורkאשר כ(

 1 1
1 2 1 1, ,..., |nk k k

n n iG a a a a a a k       , הפןנקציהfהיא על  . 

: מהי הדרגה של החבורה .ג 2 2GL   ?הוכח את קביעתך  . 

בתוך כל מטריצה  2 2A Mat כל אחת1 או 0  ערך ישנם ארבע כניסות בעלי . 

 ).כאן בהכרח שווה לאחד(המטריצות ההפיכות הן אלו עם דטרמיננטה שונה מאפס 

:  אפשרויות6ישנן 
1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1

, , , , ,
0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0

G
            

             
            

. 

במקרה שלנו קל לראות כי החבורה אינה . 3D- או ל6C-פית ל איברים היא איזומור6חבורה בת 

 .2גתה היא  ומכאן שדר3D-לכן היא איזומורפית ל. קומוטטיבית

 

 .3שאלה 
 : הוכח או הפרךעבור כל אחד מהסעיפים הבאים   .א

 : היא אבליתון חבורה מהסדר הנתכל  

1. 15     2   .16      3   .17. 
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 :סילו ישנן-5סילו וכמה -3ח " כמה ת3-פור בעזרת משפט סילונס: 15עבור סדר  .1

3 3 5 55 31 3 1, 1 5 1n k n k     . 

3:  ציקליותהן,כיוון שסדרהן ראשוניים . חבורות הללו הן נורמליות-התת  5,H a H b . 

: החבורות זרים זה לזה ולכן-נשים לב כי סדרי תתי 3 5H H e .קבוצה ב:מכאן  

 | 0 2, 0 4i ja b i j    כל משיש ב ( איברים 15 כל האיברים שונים לכן ברשימהG.( 

3נקבל  5G H H . 3לפי משפט הפירוק 5G H H הסדרים .  מכפלה ישרה של חבורות ציקליות

 ). ולכן אבלית( גם ציקלית Gזרים לכן 

 

ab: נתבונן באיבר: דרך אחרת G .משי "עפ 'Lagrange ' : 1,3,5,15ab  . 

:כיוון ש 3 5H H e ,נקבל: 

 1ab 1:  שכן לא יתכן שa b. 

 3ab  3 שכןab H3חבורה אחת מסדר - ויש רק תת. 

 5ab ל" מאותה סיבה הנ. 

15ab: מכאן שבהכרח  כלומר G abציקלית ולכן אבלית . 

 

 . ואינה אבלית16 היא מסדר 8Dלמשל : לא בהכרח אבלית: 16עבור הסדר  .2

  . )Lagrange' פ תוצאה של מש"ע (כל חבורה מסדר ראשוני היא ציקלית: 17עבור הסדר  .3

 

 . היא פתירה4Sי החבורה הוכח כ .ב

4: מכאן ש.  היא נורמלית2ח מאינדקס "כל ת  4A S . 

: החבורה-נתבונן בתת            , 12 34 , 13 2 4 , 14 23H id. 

 :החבורה הזו היא נורמלית-תת, מבנהה שומרת אתכיוון שהצמדה  
1

4 , :g A h H ghg H   . 

:  הנורמליתל אם כן את הסדרהנקב  4 4S A H id  . 

2-איזומורפית ל(אבלית  Hנשים לב כי   2  .(ח עוקבות בסדרה הן "שאר המנות של ת

 . פתירה4S-מכאן ש. אבליותכן ולכן ציקליות ולפיכך גם   3 ,2ראשוניים מסדרים  

  

כך שלכל תת קבוצה סופית  G חבורה אינסופיתימת קי: הוכח או הפרך .ג 1, nA a a G , 

 .  היא סופיתAי " הנוצרת עA החבורה-תת
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2לדוגמה בחבורה האינסופית . כן
  היותר   לכל 2כל איבר הוא מסדר ,  בכל מרכיב2עם חיבור מודולו

 .בהכרח חבורה סופיתכאלו יוצרת קבוצה סופית של איברים לכן כל ). 1דר מסוקטור האפס הוא ו( 

 :יחידההשורשי אוסף כל : דוגמה נוספת | : 1n
n

n
z n z



     


   . 

 

 .4שאלה 

H:קבוצה  המעל  ) Heisenbergחבורת  (     נגדיר פעולה  : 

1 2 3 1 2 3 1 1 3 2 2 2 3 3( , , ) ( , , ) : ( , , )x x x y y y x y x y x y x y      

)הוכח ש  .א , )H  היא חבורה והיא פתירה . 

 .אפשר לפתור קודם את הסעיף הבא ובעזרתו לענות על סעיף זה 

 

: לחבורת מטריצות הבאההוכח שהיא איזומורפית  .ב
1
0 1 , ,
0 0 1

a c
G b a b c

  
     
  
  

. 

 2 ( )G GL  .דה שייכת יהיח. יש סגירות 0a b c   .1: כמו כן
1
0 1
0 0 1

a ab c
g b G

  
    
 
 

. 

f:: נגדיר את ההעתקה  H Gי" ע : 
3 1

1 2 3 2

1
, , 0 1

0 0 1

x x
f x x x x

 
   
 
 

 .ע ועל" ברור שהיא חח

 :  גם שהפעולה נשמרתנקבל 

     

    

3 1 3 1 3 3 1 1 3 2

1 2 3 1 2 3 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3

1 1 1
, , , , 0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0 1

, , , ,

x x y y x y x y x y
f x x x f y y y x y x y

f x x x y y y

       
              
     
     

 

 

)מבנה אלגברינוכל להסיק כי לכן   , )H   חבורהתמונה איזומורפית של כחבורה ( , )G  . 

 . לצורך כך נחשב את הנגזרת שלה .  פתירהGנותר להראות כי . 'כעת נחזור לסעיף א 

: כינשים לב    1 1
1 0

, : , 0 1 0
0 0 1

x
A B G A B ABA B 

 
      
 
 

 .  הוא מספר ממשי כלשהוx כאשר 

: אם כן קל לראות כי  ' ,G A Bממשייםהחבורת ל היא איזומורפית  היא אבלית שכן: 
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1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
, : 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

x y x y y x
x y

         
                       
         
         

 

לפיכך    ''G eרה ונקבל את הסד:  ' ''G G G e .  כלומרG פתירה וכמותה גם H. 

 

 .Hחבורה לא נורמלית של -מצא תת .ג

החבורה -תת 
1 0 0
0 1 :
0 0 1

K x x
  
     
  
  

לדוגמה.  אינה נורמלית: 

1
1 20 1 0 0 1 2 0 1 0 2
0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

gkg K
       

                  
       
       

 

לכן   0, ,0 |x H x H   היא תת חבורה לא נורמלית ב H. 

  

 .  Hשל ) Hלא היחידה ולא (חבורה נורמלית לא טריוויאלית -מצא תת .ד

G': תכונה בסיסית(שבנו למעלה  שחיG'לדוגמא אפשר לקחת את   G.( היא מתאימה לתת חבורה  

   ,0,0 |x H x H   . 

 

 .5שאלה 

 .71U: ת האוילרחבורתאר תמונות אפימורפיות של  .א

 : הוא מספר ראשוני ולכן71במקרה שלנו . סדר חבורת אוילר הוא מספר אוילר 

 71 71 70 2 5 7U     . 

  . הציקליתרות היחידה לחבורה אבלית היא זו  האפש1כיוון שחזקות כל הראשוניים בפירוק הוא  

71: כלומר  70U  .על פי  ניתן למיין את התמונות האפימורפיות י משפט האיזומורפיזם הראשון" עפ

כמו כן בחבורה . ח היא נורמלית"ת בחבורה אבלית כל. 70-מהאפשריים של אפימורפיזמים הגרעינים  

 .)משפט (חבורה יחידה מסדר זה-ציקלית לכל מספר המחלק את סדר החבורה קיימת תת 

,1: החבורות הן מסדרים-כלומר תתי 2,5,7,10,14,35,70n  חבורות  ובהתאם לכך המנות הן

70: מהסדריםציקליות  70 70,35,14,10,7,5,2,1
n n
 

. 

  

2  : מונומורפיזםהראה .ב 2
10 15C    . 

2: תחילה נראה כי  2 2:   כאשר  :הוא   : 1z z   ")מעגל היחידה(".  
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: נגדיר    2 2, ,im inm n e e   .ומומורפיזם וגם עלקל לראות שהו ה . 

:נחשב את הגרעין         2 2 2ker , : , 1,1im inm n e e         . 

 .ל"האיזומורפיזם הראשון מתקבל האיזומורפיזם הני משפט "על כן עפ 

2           בגלל  2 2   10 מספיק לשכן 15C  2 לתוך  . 

 .י הזהות בתוך " משוכן באופן טבעי ע10  לב כיכעת נשים 

15: נכתוב, לגבי הגורם השני 
15 1C a a 15:  ונגדיר:f C י" ע : 

2
15
ij

jf a e


. 

: ההעתקהמ   2
10 15: , :id f C      היא מונומורפיזם . 

1  :הרכיבל נותר תעכ  2 2
10 15: C      . 

  

7  החבורה  שלמספר אוטומורפיזמיםמצא  .ג 25U C. 

: תחילה נשים לב כי  7 7 6U   . די עד כ(יש רק חבורה אחת אבלית עם שישה איברים

25:  כמו כן ברור כי. 6 והיא )איזומורפיזם  25C   . 

: כיוון ש  gcd 6, 25 1  7: נקבל 25 6 25 150U C    . מכאן: 

           2 2
7 25 150 150 2 3 5 2 3 5 1 2 20 40Aut U C U                 . 

 

 . 3600מסדר ) לא איזומורפיות( אבליות מספר חבורותמצא  .ד

  ?סילו ציקלית-5ח " יש תכמה מהןב 

4: נכתוב  2 23600 2 3 5   .לפיכך מספר החבורות האבליות הוא: 

      4 2 2 5 2 2 20       . 

 . איברים25אחת משתיים עבור חבורה בת היא סילו תהיה ציקלית -5האפשרות שחבורת  

, ל"י מתוך האפשרויות הנעל כן במקרה שלנו חצ    4 2 10   הן כאלו,  במספר. 

 

  ?6Sכמה מחלקות צמידות יש בחבורה  .ה

 ). טיפוס( הוא המבנה 6S-צמידות ב מחלקתתמורות באותה מה שמאפיין  

 :ימיםקי 6אלה היא כמה מבנים שונים באורך על כן הש 

                     6 , 5,1 , 4, 2 , 4,1,1 , 3,3 , 3,2,1 , 3,1,1,1 , 2, 2, 2 , 2, 2,1,1 , 2,1,1,1,1 , 1,1,1,1,1,1 

: התשובה היאכלומר   6 11 . 
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 .6שאלה 
 . )על מספר מסלולים (Burnsideמשפט את הוכח  .א

אחיד משני באופן  (קיימים אם מותר לצבוע) עד כדי סימטריות של הריבוע(מצא כמה לוחות לא שקולים  .ב

3הוא דל של הלוח  צבעים נתונים והגו2 - ב)הצדדים 3 . 

 

 .ראה בהרצאה .א

: נגדיר את מרחב הפעולה ככל הצביעות האפשריות של הלוח .ב    : 1,..,9 0,1X f . 

4: נפעיל עליו את החבורה הדיהדרלית  2 3
4 , 1, 1,D a b a b ab ba   . 

 : את הלוח ולפיכך מתקבלת התמורה90-מסובב ב aהאיבר  

     123456789
1397 2684 5

369258147
a  
  
 

  

 ). תלוי באיזה כיוון בוחרים לסובב- aאפשר גם לקבל צורה אחרת מקבילה של ( 

: אם כן      2 19 37 28 64 5a 3- ו 1a a  הוא בעל אותו מבנה כמו של a. 

: י" מבוטא עbהשיקוף        123456789
13 46 79 2 5 8

321654987
b  
  
 

. 

 :4D- לכל איבר בXניעזר בטבלה הבאה לסכם את מספר נקודות השבת של  

  

 כ"סה
gX 4g D 

92 92 id 

32 2 32 3,a a 

52 52 2a 

64 2 62 3 2, , ,b ab a b a b 

 

 : מחלקות שקילות הוא= מספר המסלולים  Burnsideי משפט "עפ   

 
4

4

9 3 5 61 1
8 2 2 2 2 4 2 102gD

g D
k X



        

3 2 1 

6 5 4 

9 8 7 
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