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 חשבו את הגבולות הבאים:  .1

lim . א
𝑥→0

sin(sin(𝑒−𝑥−1))

𝑥𝑒−𝑥
limב.              

𝑥→1

𝑥8−1

𝑥−1
limג.          

𝑛→∞

(𝑛!)2

(𝑛2)!
 

lim . א
𝑥→0

sin(sin(𝑒−𝑥−1))

𝑥𝑒−𝑥
 

lim
𝑥→0

sin(sin(𝑒−𝑥 − 1))

𝑥𝑒−𝑥
= lim
𝑥→0

sin(sin(𝑒−𝑥 − 1))

sin(𝑒−𝑥 − 1)⏟            
→1

⋅
sin(𝑒−𝑥 − 1)

𝑒−𝑥 − 1⏟        
→1

⋅
𝑒−𝑥 − 1

−𝑥⏟    
→1

⋅
−1

𝑒−𝑥⏟
→−1

= −1 

lim . ב
𝑥→1

𝑥8−1

𝑥−1
 

lim
𝑥→1

𝑥8 − 1

𝑥 − 1
= {
0

0
, 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} = lim

𝑥→1

8𝑥7

1
= 8 

lim . ג
𝑛→∞

(𝑛!)2

(𝑛2)!
 

 ראשית את גבול המנהחשב נ

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

=
((𝑛 + 1)!)

2

((𝑛 + 1)2)!
⋅
(𝑛2)!

(𝑛!)2
=

(𝑛 + 1)2

(𝑛2 + 1)(𝑛2 + 2)⋯ (𝑛2 + 2𝑛)(𝑛2 + 2𝑛 + 1)
≤

1

𝑛2 + 1
→ 0 

 המקורית הוא אפס. גבול הסדרה כלל המנה לפי   1קטן מכיוון שגבול המנה  

2.  

∫  חשבו את  . א
(𝑥−1)2

𝑥2+1
𝑑𝑥. 

(𝑥 − 1)2

𝑥2 + 1
=
𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥2 + 1
= 1 −

2𝑥

𝑥2 + 1
 

 ולכן  

∫
(𝑥 − 1)2

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = 𝑥 − ln(𝑥2 + 1) + 𝐶 

 

 



∫    בעו אם האינטגרל הבא מתכנס או לאק . ב (1 − cos (
1

𝑥
))

∞

1

𝑑𝑥. 

 נזכור כי 

lim
𝑥→0

1 − cos(𝑥)

𝑥2
=
1

2
 

 ולכן 

lim
𝑥→∞

1 − cos (
1
𝑥
)

(
1
𝑥)
2 =

1

2
 

∫  האינטגרל המתכנס  טגרל שלנו חבר שלכלומר האינ
1

𝑥2
𝑑𝑥

∞

1
 , ולכן גם הוא מתכנס. 

 

ln(𝑥2מצאו כמה פתרונות יש למשוואה   .3 + 1) = 𝑥 .הוכיחו תשובתכם , 

 פונקציהנעביר אגף ונבנה 

ℎ(𝑥) = 𝑥 − ln(𝑥2 + 1) 

ℎ′(𝑥) = 1 −
2𝑥

𝑥2 + 1
=
𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥2 + 1
=
(𝑥 − 1)2

𝑥2 + 1
≥ 0 

 ד עם ציר האיקס תוך אחכל היותר חיתמיד עולה ויש לה ל ℎולכן הפונקציה  

𝑥כעת נציב   =  ונראה כי  0

ℎ(0) = 0 

 וך אחד. ולכן יש בדיוק חית 

 

lim  המקיימת 𝑓תהי פונקציה   .4
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥2
= 1  . 

 עם תוצאה שונה של הגבול.  𝑓(𝑥)חשבו אותו או תנו שתי דוגמאות שונות ל לכל אחד מן הגבולות הבאים, 

lim . א
𝑥→∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 

lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→∞

𝑥2 (
𝑓(𝑥)

𝑥2
−
1

𝑥
) = {∞ ⋅ (1 − 0)} = ∞ 

lim . ב
𝑥→∞

√𝑓(𝑥) − 𝑥 

 המשך הפתרון תרגיל לקוראים(. גבולות שונים ) יבו קיימות את תנאי השאלה וינות מאשתי הפונקציות הב 

𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 



lim . ג
𝑥→∞

√𝑓(𝑥) − √𝑥 

lim
𝑥→∞

√𝑓(𝑥) − √𝑥 = lim
𝑥→∞

√
𝑥2𝑓(𝑥)

𝑥2
−√

𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→∞

𝑥 (√
𝑓(𝑥)

𝑥2
−√

1

𝑥
) = {∞(√1 − √0)} = ∞ 

 

0יהי קבוע   .5 < 𝛼 < 𝑎𝑛+1תהי סדרה המקיימת  ו 1 = 𝑎𝑛 + 𝛼(1 − 𝑎𝑛)   לכל𝑛 ∈ ℕ  וכן ,𝑎1 = 0. 

 חשבו את גבול הסדרה, והוכיחו תשובתכם. 

𝑎𝑛מתקיים כי   𝑛ראשית נוכיח באינדוקציה כי לכל   < 1 

𝑛עבור   = 𝑎1מתקיים כי   1 = 0 < 1 

𝑎𝑛עבורו   𝑛יהי   <  אזי  1

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝛼(1 − 𝑎𝑛) = 𝛼 + 𝑎𝑛(1 − 𝛼) <⏟
𝑎𝑛<1

(1−𝛼)>0

𝛼 + (1 − 𝛼) = 1 

 מתקיים כי  𝑛כעת לכל  

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝛼(1 − 𝑎𝑛) > 0 

 לכן הסדרה מונוטונית עולה. 

𝑎𝑛מתכנסת לגבול סופי, נסמנו  ולכן  1י סומה מלעיל על יד יחד עם החישובים הקודים הסדרה ח → 𝐿. 

 נשאיף את שני צידי נוסחאת הנסיגה

lim𝑎𝑛+1 = lim𝑎𝑛 + 𝛼(1 − 𝑎𝑛) 

 נקבל כי  

𝐿 = 𝐿 + 𝛼(1 − 𝐿) 

1ולכן   = 𝐿  .וזה גבול הסדרה 

 

6.  

 חשבו את גבול הסדרה  . א

𝑎𝑛 =
∑ 𝑘 sin (

2𝑘
𝑛 )

𝑛
𝑘=1

𝑛2
 

𝑎𝑛 = ∑
1

𝑛
⋅
𝑘

𝑛
⋅ sin (

2𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1

 

 לפי משפט שלמדנו בכיתה   ולכן 𝑥𝑠𝑖𝑛(2𝑥)ה  אלה סכומי רימן של הפונקציה הרציפ



𝑎𝑛 → ∫ 𝑥𝑠𝑖𝑛(2𝑥)𝑑𝑥
1

0

= {
𝑓′ = sin (2𝑥) 𝑔 = 𝑥

𝑓 = −
1

2
cos (2𝑥) 𝑔′ = 1

} = [−
1

2
𝑥𝑐𝑜𝑠(2𝑥)]

0

1

+
1

2
∫ cos(2𝑥) 𝑑𝑥
1

0

= −
1

2
cos(2) + [

1

4
sin(2𝑥)]

0

1

= −
1

2
cos(2) +

1

4
sin (2) 

𝑓(𝑥)סביב אפס של הפונקציה   4שבו את פולינום טיילור מסדר  ח . ב = ∫ (∫ 𝑒(𝑢
2)𝑑𝑢

𝑡

0
) 𝑑𝑡

𝑥

0
  , 

 באמצעותו.  𝑓(1)והציגו קירוב ל 

 כלומר  ת השטח היא הפונקציה עצמה יל פונקציש הנגזרת  עבור פונקציות רציפות  – נעזר במשפט היסודי של החדוא 

(∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

)

′

= 𝑔(𝑥) 

 ולכן בתרגיל שלנו 

𝑓′(𝑥) = ∫ 𝑒(𝑢
2)𝑑𝑢

𝑥

0

 

𝑓′′(𝑥) = 𝑒(𝑥
2) 

𝑓′′′(𝑥) = 2𝑥𝑒(𝑥
2) 

𝑓(4)(𝑥) = 2𝑒(𝑥
2) + 2𝑥2𝑥𝑒(𝑥

2) 

 ולכן פולינום טיילור הוא 

𝑃4(𝑓, 0)(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓
′(0)𝑥 +

𝑓′′(0)

2!
𝑥2 +

𝑓′′′(0)

3!
𝑥3 +

𝑓(4)(0)

4!
𝑥4 =

1

2
𝑥2 +

1

12
𝑥4 

 ולכן 

𝑓(1) ≈ 𝑃4(1) =
1

2
+
1

12
=
7

12
 

 

 


