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 ההער

𝐵תהליך גראם שמידט:  = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛}  בסיס כשלהו← �̃� = {𝑣1̃, ⋯ , 𝑣�̃�}  אורתוגונלי.בסיס 

 .�̃� -ל  𝐵 -מטריצת המעבר מ את  𝐶 -ב  נסמן

𝑣1̃ = 𝑣1 

𝑣2̃ = 𝑣2 − (⋯ )𝑣1 

𝑣3̃ = 𝑣3 − (⋯ )𝑣1 − (⋯ )𝑣2 

⋮ 

𝑣�̃� = 𝑣𝑛 − (⋯ )𝑣1 − (⋯ )𝑣2 −⋯− (⋯ )𝑣𝑛−1 

⇓ 

  𝐶 =

(

 
 

1 ∗ ⋯ ⋯ ∗
0 1 ⋱ ⋯ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ 1 ∗
0 ⋯ ⋯ 0 1)

 
 

 

 גישות שקולות:כדי לקבל בסוף התהליך בסיס אורתונורמלי יש שתי 

,𝑣1̃ -להשתמש בנרמול של כל אחד מ  .1 ⋯ , 𝑣�̃�. 

𝑣1̃
𝑜 =

1

||𝑣1̃||
𝑣1̃ 

⋮ 

𝑣�̃�
𝑜 =

1

||𝑣�̃�||
𝑣�̃� 

�̃�𝑜נקבל בסיס אורתונורמלי:  = {𝑣1̃
𝑜 , ⋯ , 𝑣�̃�

𝑜}. 

 .ף של כל שלב של תהליך גראם שמידטנשתמש בנרמול בסו .2

𝑣1̃
𝑜 =

1

||𝑣1̃||
𝑣1̃ 

𝑣2̃
𝑜 =

1

||𝑣2̃||
𝑣2̃ 

 

 משפט

 .להשלמה עד לבסיס אורתונורמלינת כל קבוצה  אורתונורמלית נית

 הוכחה

𝑆תהי  = {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑘} .קבוצה אורתונורמלית 
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𝑘אם  = 𝑛 אזי ,𝑆  נניח ש .הוא בסיס אורונורמלי- 𝑘 < 𝑛 .בסיס אורתונורמלי כך ש  נרצה לבנות

– 𝑘 ראשונים הם הוקטורים הו𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑘 . 

𝑆קודם נשלים  = {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑘}  עד בסיס𝐵 = {𝑒1,⋯ 𝑒𝑘, 𝑣𝑘+1,⋯ 𝑣𝑛}  של𝑉 .נפעיל את תהליך 

 שינוי: השלבים ראשונים לא יהיה 𝑘 –ב ש נקבל. 𝐵 - על הבסיסגראם שמידט 

𝑣1̃ = 𝑒1 

𝑣2̃ = 𝑒2 − 𝜋{𝑒1}(𝑒2)
⏞    

0⃗⃗ 

= 𝑒2 

𝜋{𝑒1}(𝑒2) :נימוק =
<𝑒2,𝑒1>

<𝑒1,𝑒1>

⏞  

0

<𝑒1,𝑒1>
=0

⋅ 𝑒1 = 0. 

 נמשיך באופן דומה:

⋮ 

𝑣�̃� = 𝑒𝑘 − 𝜋{𝑒1,⋯,𝑒𝑘−1}(𝑒𝑘)
⏞        

0⃗⃗ 

= 𝑒𝑘 

⋯,𝑒1}לכן, נקבל בסוף התהליך בסיס אורתוגונלי  , 𝑒𝑘, 𝑣𝑘+1̃, ⋯ , 𝑣�̃�} אחרי הנרמול נקבל בסיס .

 נדרש.כאורתונורמלי 

∎ 

 (Besselמסקנה )אי שוויון בסל 

⋯,𝑒1}תהי  , 𝑒𝑘}  קבוצה אורתונורמלית. יהי𝑣 ∈ 𝑉 נסמן .𝛼𝑖 = < 𝑣, 𝑒𝑖 > (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 אזי .)

||𝑣||שוויון -מתקים אי
2
≥ |𝛼1|

2 +⋯+ |𝛼𝑘|
2. 

𝑣שוויון מתקיים אם ורק אם  ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1,⋯ 𝑒𝑘} 

 הוכחה

𝑆 את קודם כל נשלים = {𝑒1, ⋯ 𝑒𝑘}   עד בסיס אורתונורמלי𝐵 = {𝑒1,⋯ , 𝑒𝑘, 𝑒𝑘+1, ⋯ 𝑒𝑛} לפי .

||𝑣||משפט פיתגורס מתקיים שוויון 
2
= |𝛼1|

2 +⋯+ |𝛼𝑘|
2 + |𝛼𝑘+1|

2 +⋯+ |𝑎𝑛|
2 

𝛼𝑖 כאשר:  =< 𝑣, 𝑒𝑖 1לכל  < ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

||𝑤||לכן, 
2
≥ |𝛼1|

2 +⋯+ |𝛼𝑘|
|𝛼𝑘+1|. שוויון מתקיים אם ורק אם 2 = ⋯ = |𝛼𝑛| = 0, 

α𝑘+1אם ורק אם  = ⋯ = 𝛼𝑛 = 𝐵[𝑣]אבל , 0 =

(

  
 

𝛼1
⋮
𝛼𝑘
𝛼𝑘+1
⋮
𝛼𝑛 )

  
 

𝛼𝑘+1, לכן,  = ⋯ = 𝛼𝑛 = אם  0

𝑣ורק אם  = 𝛼1𝑒1 +⋯𝛼𝑘𝑒𝑘  אם ורק אם𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1,⋯ 𝑒𝑘}. 
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∎ 

 משפט

,𝑣}מאי שוויון בסל נובעת הוכחה אחרת של אי שוויון קושי שוורץ. נתבונן בזוג  𝑤} נניח ש .- 

 𝑤 ≠ 𝑒1. נגדיר 0 =
1

||𝑤||
𝑤  נתבונן ב– 𝑆 = {𝑒1} ,𝑆 קבוצה אורתונורמלית. נסמן 

 α1 = < 𝑣, 𝑒1 ||𝑣||בסל. נקבל  ן. נשתמש באי שוויו<
2
≥ |𝛼1|

2. 

𝛼1 = < 𝑣, 𝑒1 > = < 𝑣,
1

||𝑤||
𝑤 > =

1

||𝑤||
< 𝑣,𝑤 > 

|𝛼1| =
1

||𝑤||
|< 𝑣,𝑤 >| 

||𝑣||
2
≥

1

||𝑤||
2
(|< 𝑣,𝑤 >|)2  

||𝑣||
2
||𝑤||

2
≥ (| < 𝑣,𝑤 > |)2  

||𝑣|| ⋅ ||𝑤|| ≥ | < 𝑣,𝑤 > | 

∎ 
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 מרחב ניצב

 תזכורת

𝑊מרחב מכפלה פנימית ויהי  𝑉יהי  ⊂ 𝑉  .תת מרחב 

𝑊⊥ = {𝑣 ∈ 𝑉 | ∀𝑤 ∈ 𝑊:< 𝑣,𝑤 > = 0}  

𝑊⊥  ל מרחב ניצב נקרא- 𝑊. 

 הערה

𝐵יהי  = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘+1, ⋯ , 𝑣𝑛}  עבור  אורתוגונליבסיס𝑉. 

𝑊יהי  = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘} :אזי .𝑊⊥ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣𝑘+1, ⋯ , 𝑣𝑛}. 

 הוכחה

⊆  

𝑣יהי  ∈ 𝑊⊥ ונוכיח כי ,𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣𝑘+1, ⋯ , 𝑣𝑛}. 

𝑣 ∈ 𝑊⊥ לכן לכל ,𝑤 ∈ 𝑊  :מתקיים< 𝑣,𝑤 > = 0. 

𝑤בפרט עבור  = 𝑣1, ⋯ , 𝑤 = 𝑣𝑘 :מתקיים ,< 𝑣,𝑤 > =  , כלומר:0

(∗):  {
< 𝑣, 𝑣1 > = 0

⋮
< 𝑣, 𝑣𝑘 > = 0

 

 .𝐵כצירוף לינארי של איברי  𝑣כעת, נרשום את 

𝑣 = 𝛼1 ⋅ 𝑣1 +⋯+ 𝛼𝑘 ⋅ 𝑣𝑘 + 𝛼𝑘+1 ⋅ 𝑣𝑘+1 + ⋅⋅⋅ +𝛼𝑛 ⋅ 𝑣𝑛 

 )*( נקבל:  םמהשוויוני

𝛼1 = 0 ∧ ⋯∧ 𝛼𝑘 = 0 

 לכן: 

𝑣 = 𝛼𝑘+1 ⋅ 𝑣𝑘+1 +⋯+ 𝛼𝑛 ⋅ 𝑣𝑛 

 כלומר: 

𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣𝑘+1⋯ , 𝑣𝑛}  
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⊇  

𝑣יהי   ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣𝑘+1, ⋯ , 𝑣𝑛} ונוכיח כי ,𝑣 ∈ 𝑊⊥. 

𝑣 = 𝛼𝑘+1 ⋅ 𝑣𝑘+1 +⋯+ 𝛼𝑛 ⋅ 𝑣𝑛 

 נקבל: 𝐵מיחידות ההצגה לפי הבסיס 

(∗):  {
< 𝑣, 𝑣1 > = 0

⋮
< 𝑣, 𝑣𝑘 > = 0

 

𝑣לכן:  ∈ {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘}
⊥𝑆), ועפ"י טענה שהוכחנו ⊥ = (𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆))

⊥
 , מתקיים:

𝑣 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘}
⊥ = 𝑊⊥. 

∎ 

 מסקנה

𝑊 = (𝑊⊥)⊥ 

 הוכחה

,𝑣1}בסיס אותוגונלי  𝑊-נבחר ב ⋯ , 𝑣𝑘}, נשלים אותו עד בסיס אורתוגונלי של ו𝑉: 

𝐵 = {𝑣1, ⋯ 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘+1,⋯ 𝑣𝑛} 

⊥𝑊נקבל  = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣𝑘+1, ⋯ , 𝑣𝑛}  ולכן(𝑊⊥)⊥ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘} = 𝑊. 

 להוכיח את המסקנה ללא שימוש של בסיסים. תרגיל:

∎ 

 

 משפט )פירוק ניצב(

𝑊לכל  ⊂ 𝑉 מתקיים ,𝑉 = 𝑊⨁𝑊⊥ . 

 הוכחה

,𝑣1}בסיס אורתוגונלי  𝑊 –נבחר ב  ⋯ 𝑣𝑛}.  נשלים אותו עד בסיס אורתוגונלי𝐵  של𝑉: 

𝐵 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘+1, ⋯ 𝑣𝑛},  אזי𝑊 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑘} ,𝑊⊥ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑣𝑘+1, ⋯ 𝑣𝑛}.  

𝑊 :לכן ∩𝑊⊥ = {0} ∧𝑊 +𝑊⊥ = 𝑉 כלומר: הקודמת ומיחידות ההצגה( הערה)נובע מה ,

𝑉 = 𝑊⨁𝑊⊥. 
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 שימוש של בסיסים!הוכח ללא  תרגיל:

∎ 

 מסקנה

 .𝑤אינו תלוי בחירה של בסיס אורתוגונלי של  𝑤על  𝑣ההיטל של 

 הוכחה

,𝐵יהיו  𝐵′  בסיסים אורתוגונליים של𝑤. 

𝑣יהי  ∈ 𝑉 אזי .𝑣 = 𝜋𝐵(𝑣)⏞  
𝑊

+ [𝑣 − 𝜋𝐵(𝑣)]⏞        
𝑊⊥

 

𝑣 = 𝜋𝐵′(𝑣) + [𝑣 − 𝜋𝐵′(𝑣)] 

𝜋𝐵(𝑣)נקבל  ⊥𝑊ושל  𝑊מיחידות ההצגה של כל וקטור כסכום של וקטורים של  = 𝜋𝐵
′ (𝑣). 

∎ 

 


