
  :5פיתרון לתרגיל 

  :1תשובה 

ܪ: נשים לב ש   .א ൌ ۄ5ۃ ൌ ሼ0,5,10,15ሽ  . מאחר שሺℤଶ଴ , ൅ሻ   קומוטטיבית
  .H, 1+H, 2+H, 3+H, 4+H:  המחלקות הימניות והשמאליות זהות והן 

ܪ: נשים לב ש   .ב ൌ ۄ8ۃ ൌ ሼ8݇: א ݇ ℤሽ  . מאחר שሺ2ℤ , ൅ሻ  קומוטטיבית המחלקות
  .H, 2+H, 4+H, 6+H:  הימניות והשמאליות זהות והן 

G  .ג ൌ ሺ ଵܷଵ, ·ሻ  ,H ൌ ۄ10ۃ ൌ ሼ1,10ሽ.  קומוטטיבית המחלקות הימניות  ܩמאחר ש
 :  והשמאליות זהות והן 

1 · ܪ ൌ ሼ1,10ሽ ൌ 10 · , ܪ 2 · ܪ ൌ ሼ2,9ሽ ൌ 9 · 3, ܪ · ܪ ൌ ሼ3,8ሽ ൌ 8 ·     ܪ
4 · ܪ ൌ ሼ4,7ሽ ൌ 7 · , ܪ 5 · ܪ ൌ ሼ5,6ሽ ൌ 6 ·    ܪ

G  .ד ൌ ሺℝכ, ·ሻ  ,H ൌ ℝା ൌ ሼݔ א ℝכ ׷ ݔ ൐ 0ሽ . קומוטטיבית המחלקות  ܩמאחר ש
 :  הימניות והשמאליות זהות והן 

ܽאם  א ℝା   ܽדהיינו ൐ ܪܽאזי  0 ൌ ܽואם  ܪ ൏   אזי  0
ܪܽ  ൌ ሼܽݔ ׷ ݔ ൐ 0ሽ ൌ ሼݕ ׷ ݕ ൏ 0ሽ ൌ ℝି מחלקות שמאליות  2כ ישנן "לכן סה
  )וימניות(

G  .ה ൌ ሺℝ ൈ ℝ , ൅ ሻ  ,ܪ ൌ ℤ ൈ ℤ . קומוטטיבית המחלקות הימניות  ܩמאחר ש
 :  והשמאליות זהות והן 

ℤמחלקה שמאלית של  ൈ ℤ  ב- ℝ ൈ ℝ  היא מהצורהሺܽ, ܾሻ ൅ ℤ ൈ ℤ             באשר
ሺܽ, ܾሻ א ℝ ൈ ℝ .  שתי מחלקותሺܽ, ܾሻ ൅ ℤ ൈ ℤ ו-  ሺܿ, ݀ሻ ൅ ℤ ൈ ℤ  הן שוות אם

,ሺܽורק אם  ܾሻ െ ሺܿ, ݀ሻ א ℤ ൈ ℤ  דהיינוሺܽ െ ܿ, ܾ െ ݀ሻ א ℤ ൈ ℤ    א"ז               
ܽ െ ܿ, ܾ െ ݀ א ℤ . מכאן נסיק שהמחלקות השונות הן                               

ሼሺܽ, ܾሻ ൅ ℤ ൈ ℤ ׷ 0 ൑ ܽ, ܾ ൏ 1ሽ   

  :2תשובה 

  .א

ܽי "נניח שהיא נוצרת ע,  ݀חבורה ציקלית מסדר  ܩ א |ܽ|כאשר , ܩ ൌ ܩדהיינו  ݀ ൌ . ۄܽۃ
ܾיהי  א 0אזי קיים  ܩ ൏ ݇ ൏ ܾאז כך ש    ݀ ൌ ܽ௞ ܽא  הוא יוצר את "יוצר או  ܾאם . י  

௞௥ܽ   א"וזאת או ൌ ሺܽ௞ሻ௥ ൌ ݎ݇    מכאן ש. שלם  ݎעבור איזשהו    ܽ ൌ           ݀ ݀݋݉ 1
,gcdሺ݇ ומכאן נובע ש  ݀ሻ ൌ              כ"סה.  1

φሺ݊ሻ ൌ |ܷ௡| ൌ |ሼ݇ ׷ 0 ൏ ݇ ൏ ݀, gcdሺ݇, ݀ሻ ൌ 1ሽ|.  

ݔיהי  .ב א  ℤ୬   ۄݔۃאזי ,  ݀איבר מסדר ൑  ℤ୬  ۄݔۃ| - ו| ൌ |x| ൌ d .יח "מאחר ויש רק ת
ܽנובע שלכל , ݀אחת מסדר  א  ℤ୬   ۄܽۃ   ݀איבר מסדר ൌ ܽובפרט  . ۄݔۃ א לפי . ۄݔۃ

דהיינו , ל"כנ  ܽאיברים  φሺ݀ሻלכן קיימים  . יוצרים φሺ݀ሻיש בידיוק   ۄݔۃ- ל) א(סעיף 
  .݀איברים מסדר 



  

  .ג

  

  

  

  :3תשובה 

|ܩ|נתון  ൌ 1יהי .  אינה ציקלית ܩנניח ש . ראשוני ݌, ଶ݌ ് ܽ א   'לפי משפט לגרנז. ܩ

|ܽ|נקבל ש , ראשוני  ݌מאחר ש . ଶ݌ ||ܽ| א ሼ1, ,݌ 1אבל  ଶሽ݌ ് |ܽ|לכן  ܽ ് כמו כן , 1
|ܽ|אם  ൌ |ܽ|אז  ଶ݌ ൌ Gלכן  |ܩ| ൌ |ܽ|לכן . היא ציקלית בסתירה להנחה ۄaۃ ൌ  ݌

  .וסיימנו

  

  :4תשובה 

,1,2יכול ליהיות  ܩ –הסדר של האיברים ב  'לפי משפט לגרנז אם יש איבר . ݌2או  ݌

ݔ א ܽאם יש איבר . סיימנו ݌מסדר  ܩ א ݔניקח  ݌2מסדר  ܩ ൌ ܽଶ   ݔ|ואז| ൌ ଵ
ଶ

|ܽ| ൌ  ݌ 

 . נראה שמצב זה בלתי אפשרי.  2או  1הם מסדר  ܩ - אחרת כל האיברים ב. ושוב סיימנו
י תרגיל "עפ, 2וכל שאר האיברים מסדר  הוא איבר היחידה 1האיבר היחיד מסדר , אכן

 2מסדר  ܽ יש רק איבר אחד  ܩאם ב . .קומוטטיבית ܩמהכיתה אנו יודעים שבמקרה כזה  
|G|  י אותו איבר ואז"אז היא ציקלית ונוצרת ע ൌ |ܽ| ൌ 2 ്  ܩ -לכן ב. בסתירה לנתון ݌2

,ܽנסמנם , 2איברים שונים מסדר  2יש לפחות  ܾ א  ܩ נתבונן בתת החבורה של .  ܩ
,ܽۃדהיינו , ܾ -ו ܽי "הנוצרת ע ۄܾ ൌ ሼ1, a, b, abሽ  )ܾܽ ൌ ba  תת) קומוטטיבית ܩכי - 

דהיינו ,  ܩלכן שוב לפי לגרנז הסדר שלה מחלק את הסדר של ,  4חבורה זו היא מסדר 
  . ראשוני אי זוגי  ݌בסתירה לטענה ש  ݌|2לכן  ݌2|4

  

  



  :5תשובה 

הוא אכן הומומורפיזם של חבורות  ולאחר מכן נוכיח שכל   φ௠ראשית נוכיח כי 

:φהומומורפיזם  Z ՜   . ל"הוא מהצורה הנ  ܼ

  

  

  :6תשובה 

ଵ݃יהי   .א א |נסמן ,  ଵܩ ଵ݃| ൌ ଵ݃אזי   ݊
௡ ൌ 1ீଶמכאן   1 ൌ ߮ሺ1ீଵሻ ൌ ߮ሺ ଵ݃

௡ሻ ൌ
߮ሺ ଵ݃ሻ௡                      ߮לכןሺ ଵ݃ሻ௡ ൌ ሺ߮|ומכאן  1 ଵ݃ሻ| | ݊  כדרוש.  

|אכן לפי הסעיף הקודםמקבלים גם ש    .ב ଵ݃| ൌ |߮ିଵሺ߮ሺ ଵ݃ሻሻ| | |߮ሺ݃ଵሻ|  ି߮כיଵ  
|לכן . הוא הומומורפיזם ଵ݃| | |߮ሺ ଵ݃ሻ| ו - |߮ሺ ଵ݃ሻ| | | ଵ݃| א "ז|߮ሺ ଵ݃ሻ| ൌ | ଵ݃| 

 .כדרוש
ݕיהי   .ג א |ݕ|כך ש  ଶܩ ൌ ݔלכן קיים , אפימורפיזם ߮. ݊ א ሻݔሺ߮כך ש   ଵܩ ൌ .  ݕ

|ݕ|) א(לפי סעיף  ൌ |߮ሺݔሻ| | |ݔ|לכן  . |ݔ| ൌ מכאן . טבעי  ݇עבור איזשהו  ݊݇
ݖניקח  ൌ ௞ݔ א |ݖ|ונקבל              ଵܩ ൌ |௞ݔ| ൌ |௫|

௞
ൌ ݊. 

ݔנניח ש   .ד א ௞ሻݔሺ߮מאחר ש . ଵܩיוצר של  ଵܩ ൌ ߮ሺݔሻ௞  נובע 
ଵሻܩሺ߮    ש                          ൌ ߮ሺۄݔۃሻ ൌ ሻݔሺ߮לכן אם ,  ۄሻݔሺ߮ۃ ൌ ݕ א אינו  ଶܩ

ଵሻܩሺ߮נובע ש            ଶܩיוצר של  ൌ ۄሻݔሺ߮ۃ ൌ ۄݕۃ ه  ߮בסתירה להנחה ש  ଶܩ
 .על

 

 

 

  :7תשובה 

ݔሺ݂בשני הסעיפים אכן מדובר בהומומורפיזם שכן   · ሻݕ ൌ ሺݔ · ሻହݕ ൌ ହݔ · ହݕ ൌ ݂ሺݔሻ ·
݂ሺݕሻ.  



א ܽהוא על שכן לכל ) א( - ב ℂכ  ,݂൫√ܽఱ ൯ ൌ ହߞממשי   ܽלכל  ע כי"אבל לא חח. ܽ · ܽ ്

ହߞבאשר   ܽ ൌ ሺଷ଺଴ݏ݅ܿ
ହ

ሻ  מתקיים 5שורש היחידה מסדר ݂ሺߞହ · ܽሻ ൌ ݂ሺߞହሻ݂ሺܽሻ ൌ 1 ·

ܽହ ൌ ܽହ ൌ ݂ሺܽሻ 

,ܽשכן עבור ע "הוא חח) ב( - ב א ܾ ℚכ ܽହ ൌ ܾହ , ܽא "או ൌ זאת מאחר ושורש היחידה  ܾ

א െ1אבל הוא לא על שכן .  1הממשי היחיד הוא  5מסדר  ℚאינו בתמונה שכן  כ√െ1ఱ 
  .אינו רציונלי


