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,𝑎נק'( לכל הערכים של הפרמטרים   37) .1 𝑏 ∈ ℝ  :חשבו את הגבולות של הסדרות הבאות 
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𝐴  נביט בקבוצהנק'(  37) .2 = {
𝑛+1

𝑛2+1
|𝑛 ∈ ℕ}. 

 , הוכיחו כי זה אכן החסם העליון. sup(𝐴)מצאו את החסם העליון    .א

𝑛ראשית עבור   = 1נקבל כי  1 =
1+1

12+1
∈ 𝐴 . 

הקבוצה ולכן גם יחד עם העובדה שהוא שייך לקבוצה נובע כי הוא המקסימום של נוכיח כי מדובר בחסם מלעיל של הקבוצה, ו

 החסם העליון. 

𝑛יהי   ∈ ℕ צ"ל כי ,
𝑛+1

𝑛2+1
≤ 1. 

 נפתח את אי השיוויון: 



𝑛 + 1 ≤ 𝑛2 + 1 

𝑛 ≤ 𝑛2 

 . בן נכון לכל המספרים הטבעייםזה כמו 

 , הוכיחו כי זה אכן החסם התחתון.inf(𝐴)צאו את החסם התחתון מ .ב

𝑛רמז: העזרו בעובדות כי   + 1 ≤ 𝑛 + 𝑛   וכן𝑛2 + 1 > 𝑛2. 

 , ונוכיח זאת.ננחש כי אפס הוא החסם התחתון

𝑛ם מלרע. אכן לכל  עלינו להוכיח כי אפס חסית ראש ∈ ℕ  מתקיים כי 

𝑛 + 1

𝑛2 + 1
> 0 

 ים.כיוון שמדובר במספרים חיובי

𝜀כעת, יהי   > 𝑛צ"ל שקיים  0 ∈ ℕ   כך ש 

𝑛 + 1

𝑛2 + 1
< 0 + 𝜀 

 כעת נעזר ברמז:

𝑛 + 1

𝑛2 + 1
<
𝑛 + 𝑛

𝑛2
=
2

𝑛
 

𝑛קיים  לכן מספיק להוכיח כי  ∈ ℕ   עבורו
2

𝑛
< 𝜀   כלומר𝑛 >

2
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 .(ממשי יש טבעי גדול ממנולכל  – )תכונת ארכימדס זה ברור

0יהי  נק'( 37) .3 < 𝐿 ∈ ℝ  ותהי סדרה מתכנסת𝑎𝑛 → 𝐿 . 

 הוכיחו את הטענות הבאות באמצעות הגדרת הגבול )ללא משפטי חשבון גבולות(: 

𝑎𝑛 .א
2 → 𝐿2. 

𝜀יהי   > 𝑛עבורו לכל   𝑁צריך למצוא  0 > 𝑁  מתקיים כי 

|𝑎𝑛
2 − 𝐿2| < 𝜀 

 כעת



𝑎𝑛
2 − 𝐿2 = (𝑎𝑛 − 𝐿)(𝑎𝑛 + 𝐿) 

𝑎𝑛כיוון ש  → 𝐿  קיים𝑁1 ריו אחש 

𝐿

2
< 𝑎𝑛 <

3𝐿

2
 

 𝑁1אחרי   ולכן

𝑎𝑛 + 𝐿 <
3𝐿

2
+ 𝐿 =

5𝐿

2
 

 משפט לפיו סדרה המתכנסת לגבול סופי היא חסומה( היה להשתמש ב אפשר ק האחרון, במקום החל )הערה: 

 

 מתקיים כי  𝑁1לכן אחרי  

|𝑎𝑛
2 − 𝐿2| = |𝑎𝑛 − 𝐿| ⋅ |𝑎𝑛 + 𝐿| ≤ |𝑎𝑛 − 𝐿| ⋅

5𝐿

2
 

𝑎𝑛|, ולכן נרצה כי  𝜀אנחנו רוצים שזה יהיה קטן מ  − 𝐿| <
2𝜀

5𝐿
 

𝑎𝑛אכן, כיוון ש   → 𝐿  קיים𝑁2 ו אחרי 

|𝑎𝑛 − 𝐿| <
2𝜀

5𝐿
 

𝑁כ נבחן  ה"ס = max{𝑁1, 𝑁2}  ולכל𝑛 > 𝑁   מתקבל כי 

|𝑎𝑛
2 − 𝐿2| < 𝜀 

𝑎𝑛√ .ב → √𝐿. 

𝜀יהי   > 𝑛עבורו לכל   𝑁צריך למצוא  0 > 𝑁  מתקיים כי 

|√𝑎𝑛 − √𝐿| < 𝜀 

 ת? כלומר כי הסדרה חיובי  ש מוגדר כלל?מבטיח שהשור מי

𝑎𝑛כיוון ש  → 𝐿   קיים𝑁1   שאחריו
𝐿

2
< 𝑎𝑛 ולכן הסדרה חיובית. 



 הצורך להראות שהסדרה בכלל מוגדרת. הערה: לא הייתי מוריד יותר מנקודה למי שפספס את 

 נחלק בצמודנכפול ו כעת

|√𝑎𝑛 − √𝐿| = |
𝑎𝑛 − 𝐿

√𝑎𝑛 + √𝐿
| ≤

|𝑎𝑛 − 𝐿|

√𝐿
 

𝑎𝑛|, כלומר אנחנו רוצים כי  𝜀אנחנו רוצים שזה יהיה קטן מ  − 𝐿| < √𝐿 ⋅ 𝜀 

𝑎𝑛 כיוון ש → 𝐿   קיים𝑁2   אחריו|𝑎𝑛 − 𝐿| < √𝐿 ⋅ 𝜀 

𝑁כ נבחן  ה"ס = max{𝑁1, 𝑁2}  ולכל𝑛 > 𝑁   מתקבל כי 

|√𝑎𝑛 − √𝐿| < 𝜀 

 


