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                                                             202111.04.                                                                        8822205קורס טופולוגיה 

   סילבוס        wikiאתר הקורס        אתר המרצה      megereli@math.biu.ac.il   מיכאל מגרל מרצה:

 4הרצאה 

 של מרחב מטרי  השלמה

 

,𝑋)של מ"מ  השלמה:  הגדרה 𝑑) הוא 

,𝑋)כון איזומטרי שי  𝑑) ↪
𝑖
𝑀 כאשר ,𝑀 ומתקיים:  מ"מ שלם( ( ))cl i X M   . 

 הערה:

 . קבוצה סגורהבכל מרחב הוא תמיד   𝐴של cl(A)קל לבדוק שהסגור

 מרחבים טופולוגיים, נוכיח בהמשך()וזה נכון אפילו ל

 

,𝑋)כל מ"מ ל (:𝑩𝒂𝒏𝒂𝒄𝒉משפט )שיכון למרחב  𝑑) קיים שיכון איזומטרי לתוך מרחב  

Banach . 

𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎלמדנו על מרחב      הוכחה: ∋ (𝑙∞(𝑋), ‖⋅‖𝑠𝑢𝑝). 

𝑙∞(𝑋) = {𝑓: 𝑋 → ℝ|חסומה 𝑓(𝑋)} 

‖𝑓‖𝑠𝑢𝑝 ≔ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓(𝑥)| 

 :𝑙∞(𝑋)לתוך  𝑋נראה כי ניתן לשכן את 

𝑧נבחר  ∈ 𝑋 ונגדיר   .–                𝜑:𝑋 → 𝑙∞(𝑋) 

𝑎 ⟼ 𝜑(𝑎) = 𝑎̂         𝑎̂: 𝑋 → ℝ    𝑎̂(𝑥) = 𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)  

𝑎̂ ∈ 𝑙∞(𝑋) ז"א ,𝑎̂  פונקציה חסומה כי 

|𝑎̂(𝑥)| = |𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)| ≤ 𝑑(𝑎, 𝑧)⏟    
קבוע

 

,𝑎∀מ"ל      𝑏 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑎, 𝑏) = ‖𝑎̂ − 𝑏̂‖  . 

‖𝑎̂ − 𝑏̂‖ = sup
𝑥∈𝑋
|(𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)) − (𝑑(𝑏, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥))| = 

= sup
𝑥∈𝑋
|𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑏, 𝑥)| ≤ 𝑑(𝑎, 𝑏) 
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𝑥מצד שני, אם נציב  = 𝑏  נקבל 

‖𝑎̂ − 𝑏̂‖ = sup
𝑥∈𝑋

|𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑏, 𝑥)| ≥ sup|𝑑(𝑎, 𝑏) − 0| = 𝑑(𝑎, 𝑏) 

 

,𝑋)לכל מ"מ  משפט )השלמה(: 𝑑) .יש השלמה 

 דרכים: 2ב הסבר 

,𝑋)הוכחנו שלכל      :Iדרך  𝑑)  קיים שיכון איזומטרי לתוך מרחב𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ  

𝜑:𝑋 → 𝑙∞(𝑋) 

𝑙∞(𝑋)  (  .פונקציות חסומות וממשיות(𝑙∞(𝑋), ‖⋅‖𝑠𝑢𝑝)  מרחב𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ.) 

𝜑(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ 𝑙∞(𝑋) 

 קבוצה סגורה במרחב שלם ולכן גם שלם. 

𝑋ה    אז קיבלנו השלמ ↪
𝜑

𝜑(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑐𝑙(𝜑(𝑋))    

                                                  

 

יסיים(. הוכחה מפורטת אפשר רק שלבים בס -"דרך סדרות קושי" )הוכחה מקוצרת   :IIדרך 

 למצוא למשל בספר "טופולוגיה קבוצתית",ד. ליבוביץ )האוניברסיטה הפתוחה( חלק א. 

ℚדומה להשלמה  הרעיון מאוד ↪
𝑖
ℚ̅ = ℝ  של מרחב רציונליים. כשאנחנו מגדירים מספר

 ממשי כמחלקת שקילות של סדרות קושי ברציונליים. 

)עבור מ"מ נתון   שלב א': , )X d  נגדיר קבוצה–  𝑋̃ ≔ {(𝑋, 𝑑)  סדרות קושי ב} 

𝑥מטריקה באופן טבעי: לכל זוג של ס"ק   -נגדיר פסאודו = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ, 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ ∈ 𝑋̃ 

)נגדיר         , ) lim ( , )n n
n

d x y d x y


        

)הגבול קיים כי מדובר על סדרות קושי וקל לבדוק ש  , )n nd x y  ס"ק ב 

|)רמז: שימו לב   ( , ) ( , ) | ( , ) ( , )n n m m n m m nd x y d x y d x x d y y    .) 

)לכן הסדרה  , )n nd x y   שלם.   כי  באמת מתכנסת ב 

( , )X d מטרי. -מרחב פסאודו 
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  שלב ב':

 (רימט-מרחב מטרי מושרה ע"י מרחב פסאודו: )טענת עזר

)נניח   , )X d רי )כללי(. מט-מרחב פסאודו 

 יוצרים ממנו מרחב מטרי מנה שמקבלים באופן הבא.

,𝑋̃)מטרי -על מרחב פסאודו 𝑑̃) :)"מגדירים יחס שקילות )"מרחק אפס 

𝑥Ω𝑦 =
𝑑𝑒𝑓

𝑑̃(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑀נקבל קבוצת מנה:     ≔ 𝑋̃ Ω⁄ = {[𝑥] מחלקות שקילות} 

[𝑥] ≔ {𝑦 ∈ 𝑋̃|𝑑̃(𝑥, 𝑦) = 0} 

dרך הנציגים(:       מרחק טבעי )ד 𝑀נגדיר ב   ([𝑥], [𝑦]) = 𝑑̃(𝑥, 𝑦)   . 

,M)אין תלות בנציגים וזאת באמת מטריקה. אז:   )d  ,מרחב מטרי 

)הפונקציה  , ) (M, ), [ ]X d d x x   .היא על ושומרת מרחקים 

)מטרי שלנו -. נפעיל "טענת עזר" על מרחב פסאודונחזור למשפט , )X d  .של ס"ק 

𝑥נגדיר שיכון:       ⟼ [𝑥̃]     𝑋 ↪
𝑖
𝑀 

xכאשר  X  סדרה קבועה𝑥, 𝑥, 𝑥  .  אז מתקיימים תנאים הבאים: …

i  .שיכון איזומטרי 

𝑑(𝑥, 𝑦) = d ([𝑥̃], [𝑦̃])  

𝑖(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀  

(𝑀, 𝜌)                                    .מרחב שלם 

     

  

ℚ𝑛    : 1דוגמה  ↪ ℝ𝑛 = ℚ𝑛̅̅ ̅̅      . 
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,𝐶[𝑎) : 2 דוגמה 𝑏], 𝑑1) ↪
השלמה

𝐿1[𝑎, 𝑏] כאשר ,𝐿1[𝑎, 𝑏] .פונקציות אינטגרביליות 

  (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1) !לא שלם 

 

(𝑓𝑛)  ס"ק  ב- (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1)  אבל לא מתכנסת ב- (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1). 

,𝐿1[𝑎כן מתכנס במרחב )גדול יותר(  𝑏]: 

𝐸כאשר:  = {𝑓| ∫ |𝑓|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0} . 

𝐿1̃ נורמי(.-נורמי ! )אומרים יותר: סמי-מרחב פסאודו𝐿1̃ /𝐸   𝐿1[𝑎, 𝑏] מרחב המנה והוא  =

]נך של פונקציות אינטגרביליות על מרחב ב , ]a b  . 

 

3 )(𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑2) ↪
השלמה

𝐿2[𝑎, 𝑏].מקבלים מרחב הילברט פונקציונלי   . 

 

𝑋  תזכורת:  = (ℤ, 𝑑𝑝)  )מ"מ לא שלם!   )היה בתירגול 

𝑝למשל עבור  = 3      :𝑥𝑛 = 1 + 3 + 3
2 +⋯+ 3𝑛−1 

 .𝑋 –לא מתכנסת ב סדרת קושי ש

 

,ℤ) : 4דוגמה  𝑑𝑝) ↪ (ℤ̅, 𝑑𝑝̅̅  היא  השלמהכאשר:  (̅

ℤ̅ = אדיים} − 𝑝 שלמים} = {∑𝑏𝑘𝑝
𝑘

∞

𝑘=0

, 𝑏𝑘 ∈ {0,1, … , 𝑝 − 1}⏟        
𝑝 שאריות מודולו

= ℤ𝑝} 

 שהוא קומפקטי )ולכן גם שלם( !  בעצם זאת חבורה טופולוגית קומפקטית.  
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,ℤ̅)אפשר לדמיין את האיברים של ההשלמה כיצד א. : שאלה 𝑑3̅̅  לפי התמונות הבאות ?   (̅

 ?בתרגול הראשון למדתם על האולטרה מטריקה של מרחק בין מילים, מה הקשרב.           

 

 

 …………………… 
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 מרחבים טופולוגיים

 

𝑃(𝑋)אוסף תת הקבוצות קבוצה לא ריקה.  𝑋תהי  :הגדרה ≔ {𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋} ⊇ 𝜏 רא נק

 אם מתקיימים התנאים הבאים: 𝑿טופולוגיה על קבוצה 

𝑡1 )∅, 𝑋 ∈ 𝜏. 

𝑡2 ) )חיתוכים סופיים(𝑂𝑖 ∈ 𝜏  עבור𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} ⇐ 𝑂1 ∩ 𝑂2 ∩ …∩ 𝑂𝑛 ∈ 𝜏  

𝑛עבור  )מספיק     = 2.) 

𝑡3 )( )איחודים𝑂𝑖 ∈ 𝜏  עבור𝑖 ∈ 𝐼 ⇐ ⋃ 𝑂𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏. 

,𝑋) -אז נאמר ש  אם מתקיימים הנ"ל, 𝜏)  מרחב טופולוגיהוא (𝑇𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒 )

 .מ"ט ונרשום בקיצור

 

 הגדרות נוספות:

𝑋 -אומרים ש א(  ⊇ 𝐴  במ"ט  פתוחההיא תת קבוצה((𝑋, 𝜏)אם )  

𝐴 פתוחה =
𝑑𝑒𝑓

𝐴 ∈ 𝜏  

𝑋ב( תת קבוצה  ⊇ 𝐴  'במ"ט  סגורהנקראת קב((𝑋, 𝜏) פתוחה, ז"א צה קבוהמשלים ( אם 

𝐴 סגורה =
𝑑𝑒𝑓

𝐴𝑐 פתוחה  

 דוגמאות:

,𝑋)מטרי -( לכל מרחב פסאודו1 𝑑):     (𝑋, 𝑡𝑜𝑝(𝑑))   לבדוק!(.מרחב טופולוגי( 

𝑡𝑜𝑝(𝑑) כאשר       = {𝑑 קבוצות פתוחות  במובן}   . 

 

,𝑋)אומרים שמ"ט  :הגדרה 𝜏)  אם קיימת מטריקה  מטריזביליהוא 𝑑 כך ש  𝜏 = 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

 מטריזבילי-פסאודובאופן דומה אפשר להגדיר: מרחב טופולוגי 

 

,𝑋)לכל מ"ט  משפט )תכונות בסיסיות של קבוצות סגורות(: 𝜏) :מתקיים 

𝑡1
𝑐 )𝑋,  סגורות. ∅

𝑡2
𝑐של קבוצות סגורות הוא סגור. סופי ( איחוד 
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𝑡3
𝑐.כל חיתוך קב' סגורות שוב סגור ) 

 .𝑇𝑂𝑃הגדרת  ∧ 𝑑𝑒 𝑀𝑜𝑟𝑔𝑎𝑛כללי      הוכחה:

 

 .ה+פתוחהסגור=    הסגוח:   קבוצה הגדרה

 

𝜏𝑡𝑟  :( "טופולוגיה טריוויאלית"2 ≔ {∅, 𝑋}     .(𝑋, 𝜏𝑡𝑟) מרחב טריוויאלי. 

,𝑋)מ"ט   הערה: 𝜏𝑡𝑟) מטריזבילי: כי -תמיד פסאודו𝜏𝑡𝑟 = 𝑡𝑜𝑝(𝑑0) . כאשר𝑑0(𝑥, 𝑦) = 0 . 

 

𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟    ":טופולוגיה דיסקרטית( "3 ≔ 𝑃(𝑋) = {𝑋 −  {תת קבוצות ב

 (, בעצם סגוחה)כאן כל תת קבוצה היא פתוחה

 (.𝑡3קבוצה פתוחה )שקול לדיסקרטיות בגלל  {𝑥}בין היתר, כל נקודון  שימו לב:

 

,𝑋)במרחב טופולוגי  𝑎נקודה  :הגדרה 𝜏)  מבודדתנקראת (𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 ) אם{𝑎} ∈ 𝜏  

 פתוח!(.נקודון )

 כל נקודה מבודדת בו. ⇔מרחב טופולוגי הוא דיסקרטי  לכן:

𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟מרחב דיסקרטי הוא תמיד מטריזבילי.   הערה: = 𝑡𝑜𝑝(𝑑Δ)  (d  0-1מטריקת .) 

 

,∅}  מתקיים: 𝜏לכל טופולוגיה   הערה: 𝑋} = 𝜏𝑡𝑟 ⊆ 𝜏 ⊆ 𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟 = 𝑃(𝑋) 

𝜏1נניח  :הגדרה ⊆ 𝜏2   2  טופולוגיות על אותה קבוצה𝑋 אז אומרים ש .- 𝜏2 יותר        חזקה

 .𝜏2  -יותר מ  חלשה 𝜏1 -, ואומרים ש 𝜏1 -מ 

 

4 )𝑋 = ∗𝜏     –ונגדיר  {0,1} ≔ {∅, {0},  Sierpinskiטופולוגית    {{0,1}

 מה הן קבוצות סגורות ? סגוחות ?  .לא {1}מבודדת,  {0}

 

𝑇𝑂𝑃יהי  הגדרה )תת מרחב טופולוגי(: ∋ (𝑋, 𝜏)  ,∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝑋. 

𝑌:    𝜏𝑌מעל  טופולוגית תת מרחבמגדירים  ≔ { 𝑂 ∩ 𝑌|𝑂 ∈ 𝜏} 

𝑇𝑂𝑃 תבדקו ש  ∋ (𝑌, 𝜏𝑌) 
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} הערה: } { log }, (X,d) (X, top(d))metric spaces Metr TOP topo ical spaces   

 א( לא על.

 ב( לא חח"ע.

 טופולוגית של מטריקות( )שקילות הסבר ב':

 שלא כל מ"ט הוא מטריזבילי. :שקול להגיד    הסבר א':

 

  דוגמה:

 מ"ט טריוויאלי( , )trX עםX טריזבילי(. מ-א מטריזבילי )אבל פסאודול ---לא נקודון 

 𝑋 ≔ {0,1} .(𝑋, 𝜏∗)  מטריזבילי!(.-)אפילו לא פסאודו לא מטריזבילימ"ט אבל 

 𝜏∗ = {∅, {0}, {0,1}⏟      
פתוחות

}           .{{0,1}, {1}, ∅⏟      
סגורות

} 

 הסבר:

,{0,1})      הסבר קצר שהמרחב לא מטריזבילי: 𝜏∗) ∉ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 

 לא קבוצה סגורה! מצד שני, בכל מ"מ, כל נקודון סגור! {0}נקודון 

,{0,1}) -ש  יותר: נוכיח 𝜏∗) כן ... נניח בשלילה ש.  מטריזבילי-לא פסאודו   

𝑡𝑜𝑝(𝜌) –כך ש  {0,1}על  𝜌מטריקה -נניח בשלילה שיש פסאודו = 𝜏∗. 

 

 מקרים: 2

1 )𝜌(0,1) = 𝜌ואז  0 = 𝑑0 ,מצד שני .𝜏∗ ≠ 𝑡𝑜𝑝(𝑑0) = {∅, {0,1}}. 

2 )𝜌(0,1) > ∗𝜏  –. כאן 0 ⊊ 𝑡𝑜𝑝(𝜌) = {∅, {0}, {1}, {0,1}} 

  כל הנק' מבודדות ולכן המרחב הוא דיסקרטי. כי

 

 סופית":    -( "טופולוגיה קו5

∅לכל קב'  ≠ 𝑋  נגדיר–   𝜏𝑐𝑜𝑓 ≔ {𝐹𝑐:סופית 𝐹 ⊆ 𝑋} ∪ {∅} 

 סגוחות ? שאלה: מה הן קבוצות סגורות ? 

,𝑋)לבדוק: 𝜏𝑐𝑜𝑓) מ"ט אבל לא תמיד מטריזבילי )תלוי בעוצמה של (X  .  
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(ℝ, 𝜏𝑐𝑜𝑓) = {𝐹
𝑐 ⊆ ℝ|סופית 𝐹 ⊂ ℝ} ∪ {∅} ∉ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 

 לנקודות שונות אין "סביבות" פתוחות זרות. רמז:

 

  הגדרות:

,𝑋)יהי  𝜏)   .מ"ט 

𝑉( תת קבוצה 1 ⊆ 𝑋  סביבה לנק' נקראת𝒂 ∈ 𝑿  אם קיימת קבוצה פתוחה𝑂 (𝜏 ∋ ) 

𝑎    כך ש       ∈ 𝑂 ⊆ 𝑉  . 

𝑉נסמן   ∈ 𝑁(𝑎) כאשר ,𝑁(𝑎)  סביבות של𝑎. 

 פתוחה. 𝑉אם  סביבה פתוחהאומרים 

 לא חייבת להיות פתוחה. סביבה אזהרה:

𝑨לתת קבוצה  𝑽סביבה ( באופן דומה נגדיר 2 ⊆ 𝑿 אם  

∃𝑂 ∈ 𝜏: 𝐴 ⊆ 𝑂 ⊆ 𝑉 

𝐴של קבוצה  נק' פנימיתהיא  𝑎( אומרים שנקודה 3 ⊆ 𝑋  אם𝐴 ∈ 𝑁(𝑎). 

𝑎הסימון:  ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝐴)  או𝑎 ∈ 𝐴°. 

 )כאוסף של נקודות פנימיות(.   𝐴 :𝑖𝑛𝑡(𝐴)ם" של בעצם זה מגדיר את ה"פני

 

𝑖𝑛𝑡(𝐴)תמיד     הערה: ⊆ 𝐴. 

𝑖𝑛𝑡(𝐴)    :טענה = 𝐴 ⇔⏟
קריטריון

לפתיחות

 𝐴  פתוחה(𝐴 ∈ 𝜏).   

3t       a:  שימוש ב הסבר

a A

A O 


   ... 

ביבות ס-ט מתקבלות מהגדרות על מ"מ כשמחליפים הרבה הגדרות במ"הערה חשובה: 

 בסביבות. למשל: התכנסות סדרות, רציפות פונקציות, ...  

 

 התכנסות סדרות:    הגדרה

ℕ →
𝑓
𝑋    𝑛 ⟼ 𝑓(𝑛) = 𝑥𝑛 

,𝑋)במ"ט  𝑥𝑛לסדרה  𝜏)  :מגדירים גבול )אם קיים!( באופן הבא 
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𝑋 -אומרים ש  ∋ 𝑎 של סדרה  גבול𝑋 ∋ 𝑥𝑛  )אם לכל סביבה )פתוחה𝑈  של𝑎  

 .  ז"א Uכמעט כל האיברים נמצאים בסביבה 

0 0( ) ( ) : nU N a n N a n n x U                 (
0n  תלוי בסביבהU) 

lim      סימון:
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎          או𝑥𝑛 →
𝜏
𝑎  . 

 

 רציפות פונקציות  :    הגדרה

)נייח  , ),( , )X Y   מ"ט. פונקציה:f X Y  רציפה בנקודה נקראתa X :אם 

( ( )) ( ) ( )U N f a V N a f V U     

aאם היא רציפה בכל נקודה  רציפהאומרים  X  :סימון .( , )f C X Y   . 

,𝑋))כמו במ"מ( פונקציה :    ערהה 𝜏) →
𝑓
(𝑌, 𝜎)  אם"ם   רציפהמ"ט  2בין 

∀𝑂 ∈ 𝜎: 𝑓−1(𝑂) ∈ 𝜏  

 ז"א מקור לפתוח הוא פתוח )ניתן לנסח עבור סגור(. 

f:תרגיל: הוכיחו ש  X Y כל נקודה רציפה בa X  אם"ם
1( )O f O     . 

 

𝑋, כלומר: 𝑻𝟐) סימון נוסף: תכונת)  Hausdorffתכונת מקיימת  𝑋:    הגדרה ∈ 𝑇2   

    ⏟פתוחותנקודות שונות יש סביבות ) 2אם לכל 
בה"כ

 ( זרות. 

,𝑋))יחידות הגבול( במרחב טופולוגי  משפט: 𝜏)  עם תכונה𝑇2  (𝐻𝑎𝑢𝑠𝑑𝑜𝑟𝑓𝑓 גבול של ,)

 .אם קיים, יחיד סדרה תמיד

}      נניח בשלילה ש     הוכחה:
𝑎 ≠ 𝑏
𝑋 ∈ 𝑇2

 

𝑈 סביבות זרותקיימות  ⇐ ∈ 𝑁(𝑎), 𝑉 ∈ 𝑁(𝑏)  כך ש- 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. 

𝑈  מכיל כמעט כל האיברים של הסדרה𝑥𝑛 ,וגם 𝑉 ה מכיל כמעט כל האיברים של הסדר... 

                                  סתירה!
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 : נוספות הפרדהת ואקסיומ

 

𝐴נניח  הגדרות: ⊆ 𝑋 ,𝐵 ⊆ 𝑋:אומרים . 

,𝐴של  הפרדה סביבתיתא( קיימת  𝐵  במ"ט((𝑋, 𝜏) אם ) 

∃ 𝑈 ∈ 𝑁(𝐴), 𝑉 ∈ 𝑁(𝐵):𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

    ⏟פתוחות)ז"א אם קיימות סביבות )
בה"כ

 ( זרות(.

 

 אם: 𝑈𝑟𝑦𝑠𝑜ℎ𝑛במובן  ציונליתהפרדה פונקב( קיימת 

∃𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, [0,1]): 𝑓(𝐴) = 0, 𝑓(𝐵) = 1 

 

 

 

 

 תית.סביבהפרדה ממהפרדה פונקציונלית נובעת  טענה:

 .[0,1] -ב  0,1ניקח סביבות פתוחות זרות של         הוכחה:

𝑈 ≔ [0,
1

3
)

⏟      
0∈

 ∩ 𝑉 ≔ (
2

3
, 1]

⏟      
1∈

= ∅ 

𝑓−1(𝑈)⏟    
∈𝑁(𝐴)

∩ 𝑓−1(𝑉)⏟    
∈𝑁(𝐵)

= ∅ 

A,של  ומצאנו הפרדה סביבתית B.              

 

,𝑋), כלומר: 𝑻𝟎 תתכונמקיימת  𝑋:    הגדרה 𝜏) ∈ 𝑇0 (𝐾𝑜𝑙𝑚𝑜𝑔𝑜𝑟𝑜𝑣 )–  נקודות  2אם לכל

𝑎שונות  ≠ 𝑏 :מתקיים לפחות אחד מהתנאים הבאים 

1 )    ∃𝑈 ∈ 𝑁(𝑎): 𝑏 ∉ 𝑈 

 או

2 )    ∃𝑉 ∈ 𝑁(𝐵): 𝑎 ∉ 𝑉 
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 ,𝑻𝟏תכונה מקיימת  𝑋:    הגדרה

𝑋כלומר:  ∈ 𝑇1   ( (.2)  גםו  (1) )  ם מקודם אם מתקיימים שתי התנאי 

 

 שקולים: הבאים התנאים     תרגיל:

1 )𝑋 ∈ 𝑇1  

 (  כל נקודון סגור.2 

𝑡2) רמז:היא סגורה.   )  𝐹( כל תת קבוצה סופית 3
𝑐)) 

,𝑋)תמיד   הערה: 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∈ 𝑇1  בעצם ,𝜏𝑐𝑜𝑓  עלטופולוגיה הכי קטנהX שמקיימת את תכונה𝑇1. 

 

 , 𝑻𝟐) סימון נוסף: תכונת) Hausdorffתכונת מקיימת  𝑋 :)תזכורת( הגדרה

    ⏟פתוחותנקודות שונות יש סביבות ) 2אם לכל 
בה"כ

 ( זרות. 

 

𝑋, כלומר: 𝑻𝟑 תתכונמקיימת  𝑋 :   הגדרה ∈ 𝑇3שני תנאים , אם מתקיימים: 

𝑋)א(  ∈ 𝑇1. 

𝑎ולכל קבוצה סגורה  𝑎)ב( לכל נק'  ∉ 𝐵 רמז: ניקח נקודון . יש הפרדה סביבתית𝐵 ≔ {𝑏} 

𝑅𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒𝑠אומרים גם:  = 𝑇3  (רק תנאי ולעיתים 𝑇3(ב) 𝑅𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 = ) 

 

3  :הערה 2 1 0T T T T             

 

𝑻 תתכונמקיימת  𝑋 הגדרה:
𝟑
𝟏

𝟐

𝑋, כלומר:  ∈ 𝑇
3
1

2

 , אם:

𝑋)א(  ∈ 𝑇1. 

(ב)
𝑓

𝑎ולכל קבוצה סגורה  𝑎לכל נק'   ∉ 𝐵 .קיימת הפרדה פונקציונלית 

 

    :ותהער

  מהטענה⇐ 𝑇3 ⊃ 𝑇31
2

. 

 𝑇
3
1

2

  רגולרי לחלוטין או  Tychonoff ונתאומרים גם תכ   
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𝑇על  רק לעיתים)
3
1

2

(ב)
𝑓

 .(= רגולרי לחלוטין Complet𝑒ly Regular –אומרים   

 

𝑋, כלומר: 𝑻𝟒 תתכונמקיימת  𝑋 :    הגדרה ∈ 𝑇4 :אם , 

𝑋)א(  ∈ 𝑇1. 

𝐴קבוצות סגורות וזרות  2)ב( לכל  ∩ 𝐵 =  זרות. (פתוחות), יש סביבות ∅

𝑈 ∃)כלומר        ∈ 𝑁(𝐴), ∃ 𝑉 ∈ 𝑁(𝐵):𝑈 ∩ 𝑉 = ∅.) 

 

 :ותהער

  לעיתים אומרים𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒 .מרחב נורמלי = 

 (בלבד (ב)𝑇4ולעיתים אומרים נורמלי על )

 לא קל להבין מדוע    𝑋 ∈ 𝑇4 ⇒ 𝑋 ∈ 𝑇
3
1

2

 

 נובע מהמשפט הבא:

𝑋יהי  :𝑼𝒓𝒚𝒔𝒐𝒉𝒏משפט  ∈ 𝑇4  זוג. אז לכל 𝐴, 𝐵  קיימת הפרדה פונקציונלית של  זרות רותסגוקבוצות𝐴, 𝐵. 

 ". 𝑜𝑓 𝑈𝑟𝑦𝑠𝑜ℎ𝑛 "𝑂𝑛𝑖𝑜𝑛 𝐴𝑟𝑔𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡   נובע מ בהוכחה  החלק הלא טריוויאלי

    

𝑇𝑂𝑃 ⊃ 𝑇0 ⊃ 𝑇1 ⊃ 𝑇2 ⊃ 𝑇3 ⊃ 𝑇31
2
⊃ 𝑇4 ⊃ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 

: Spoiler בהמשך נוכיח  𝑇4 ⊃ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 ,    𝑇4 ⊃ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ∩ 𝑇2 ,  וגם את משפטUrysohn . 

 

 (.ממשלכל ההכלות הנ"ל, יש דוגמאות נגדיות )הן הכלות   הערה:

 .   𝑆𝑒𝑝𝑎𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝐴𝑥𝑖𝑜𝑚𝑠 -ראו קובץ באתר של המרצה 

1)     ({0,1}, 𝜏𝑡𝑟) ∈ 𝑇𝑜𝑝 

        ({0,1}, 𝜏𝑡𝑟) ∉ 𝑇0 

2 )  ({0,1}, 𝜏∗) ∈ 𝑇0       (  1 כי {0} (0)N ) 

       ({0,1}, 𝜏∗) ∉ 𝑇1        ( לא סגור {0} כי) 

3 )  (ℝ, 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∈ 𝑇1    (כל נקודון{ }a סגור כי  \ { } cofX a  )  

       (ℝ, 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∉ 𝑇2 

𝜏𝑐𝑜𝑓  :זכורתת ≔ {𝐹𝑐|סופית 𝐹 ⊆ ℝ} ∪ {∅} 
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,𝑋)    :הערה 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∉ 𝑇2  לכל𝑋 אינסופית. 

 קבוצות פתוחות לא ריקות. 2בעצם זה לכל 

𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏𝑐𝑜𝑓  מתקיים𝑈 ∩ 𝑉 ≠ 𝑈   כי ∅ ≔ 𝐹1
𝑐 , 𝑉 ≔ 𝐹2

𝑐 

∅   ולכן =⏟
אם נניח

𝑈 ∩ 𝑉 = 𝐹1
𝑐 ∩ 𝐹2

𝑐 = (𝐹1 ∪ 𝐹2)
𝑐 

𝑋                       אז  = 𝐹1 ∪ 𝐹2⏟    
סופית

  

                     בסתירה!

 

𝐴: עבור 𝒄𝒍𝒐𝒔𝒖𝒓𝒆 -הסגור :הגדרה ⊆ 𝑋 נגדיר          

 𝑧 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) = 𝐴̅ =
𝑑𝑒𝑓

∀ 𝑉 ∈ 𝑁(𝑧): 𝑉 ∩ 𝐴 ≠ ∅    

 𝑐𝑙(𝐴) הנקודות הכי קרובות" ל" 𝐴. 

 

𝐴תמיד      :הערה ⊆ 𝑐𝑙(𝐴). 

𝐴 סגורה     תרגיל: ⇔ 𝐴 = 𝑐𝑙(𝐴) .    

    

𝐴 :הגדרה ⊆ 𝑋 לפי: הסגור הסדרתי. נגדיר את 

𝑧 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴) =
𝑑𝑒𝑓

∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴: 𝑎𝑛 →
𝜏
𝑧 

 

 :במ"ט תמיד    טענה(A) (A)A scl cl  . 

 . תמיד מתכנסות סדרות קבועותשהכלה ראשונה נובעת מזה  :הוכחה

)ניח נ )z scl A אז קיימת סדרה .na A  במרחב( שמתכנסתX ל )z . 

)לכל סביבה  )U N z  כמעט כל האיברים שלna נמצאים בU אז ברור .U A 

)לכן  )z cl A. זה מוכיח . (A) (A)scl cl                                 

 

 

) למצוא מ"ט א. שאלה: , )X שבו לא תמיד(A) (A)scl cl  ואז(( , )X   .)לא מטריזבילי 

ב. אותה שאלה אבל בתנאי נוסף ש            
2

( , )X T   .  

      

 יום העצמאות שמח !


