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  )2012 (טופולוגיה – חזרה שיעור

  

  4שאלה , מועד מיוחד, 2011מבחן 

  

  תשובה

)ל ש "מ. X תת קבוצה צפופה של ℝ) ב )cl ≠ℝ ℝ    כי אז בהכרח( )cl X=ℝ . נניח

)בשלילה ש  )cl =ℝ ℝ . מכאןℝ סגורה אבל זה אומר ש { }p τ∈וזה כמובן אינו נכון .  

 היא ℝ נוכיח שטופולוגית תת המרחב  המושרית על X תת קבוצה צפופה של ℝקיבלנו ש 

אמנם תהי .  פתוחה בטופולוגית תת המרחבℝל שכל תת קבוצה של "מ. הדיסקרטית

O ⊆ ℝ  אזיO O= ∩ℝ  ומתקייםp O τ∉ .  פתוחה בטופולגית תת המרחבOמכאן . ∋

  . דיסקרטי וכל מרחב דיסקרטי מטריזיביליℝקיבלנו ש

  ל"מש

  
  

  5שאלה ', מועד א, 2011מבחן 

  
  
  

  תשובה

]נסמן : סגור) א ]2,5B =  
3

:C n
n

 = − ∈ 
 

ℕ מתקיים   

( ) ( ) ( ) ( )cl A cl B C cl B cl C= ∪ =    אמנם  .∪

( ) ( ), ( ), ( ) ( ) ( )B C B C cl B cl C cl B C cl B cl C cl B C⊆ ∪ ⇒ ⊆ ∪ ⇒ ∪ ⊆ ∪.  
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) - פוךבכיוון הה ) ( )cl B cl C∪המכילה את ,  כאיחוד סופי של סגורות,  סגורהB C∪)  כי

( ) ( )( ) ( )B cl B C cl C⊆ ∧ )ולכן גם מכילה את הסגור  )  ⊇ )cl B C∪ .כעת ,[ ]2,5B = 

טופולוגיה הרגילה ומכיון שטופולוגיית סורגנפריי מכילה את הטופולוגיה עם ה  ℝסגורה ב

]אז , ℝהרגילה של  ]2,5B )מכאן . lR סגורה גם ב= )cl B B=.  

Tτכפי שציינו  }. T היא גם סגורה לפי τפי וכל סגורה ל   ⊇ }3
: 0n
n

 − ∈ ∪ 
 

ℕ סגורה 

מ סגורה אם ורק אם היא מכילה את כל נקודות הגבול "מ וקבוצה במ" שכן מדובר במτלפי 

}מכאן . שלה }3
: 0n
n

 − ∈ ∪ 
 

ℕי  סגורה לפT ומתקיים { }( ) 0C cl C C⊆ ⊆ נראה ש  . ∪

0 ( )cl C∉ וממילא ( )C cl C= .0 ( )cl C∉ כי למשל [  שאינה חותכת את 0 סביבה של 0,1(

C .לסיכום :( )cl B B= ,( )cl C C=   ומכאן( )cl A B C A= ∪ כלומר הסגור הוא הקבוצה . =

  .עצמה

]נראה ש : פנים )int( ) 2,5A ]ראשית   = נראה שהיא פתוחה . A פתוחה ומוכלת ב2,5(

]תהי . מקסימלית )2,5 D A⊂   . פתוחהDונניח בשלילה ש )  הכלה ממש⊃: הסימון. ( ⊇

  :נחלק למקרים

1 .5 D∈ .  אזי קיימתU  5 כך ש 5סביבה של U A∈ מהגדרת הטופולוגיה ברור שקיים . ⊇

0ε ] כך ש < )5,5 Uε+ 5נקבל ש . ⊇ \
2
U A

ε
+   .סתירה. ∋

 כך ש n∈ℕקיים . 2
3

D
n

− סביבה של  Uזי קיימת  א. ∋
3

n
 כך ש −

3
U A

n
− ∈ ⊆ .

0מהגדרת הטופולוגיה ברור שקיים  1ε<  כך ש אי רציונלי >
3 3

, U
n n

ε − − + ⊆ 
נקבל ש . 

3
\

2
U A

n

ε
− +   .סתירה. ∋

)גדרת כ  מוהשפה  ) \ int( )cl A A   ולכן היא שווה ל{ }3
: 5n
n

 − ∈ ∪ 
 

ℕ.  

}נראה שכל תת מרחב בן שתי נקודות אינו קשיר וממילא מרכיב הקשירות הוא )ב }5.  

  

aנניח . בעל שני איברים לפחות Fיהי  b< שני איברים ב F .מתקיים :

( )( ) [ )( ), ,F b F b F= −∞ ∩ ∪ ∞ )ברור ש . ∩ ) [ ), , ,b F b F−∞ ∩ ∞ ,  זרות ולא ריקות∩
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). a ובשמאלית bבקבוצה הימנית נמצא  ),b Tτ−∞ ∈ )ומכאן   ⊇ ),b F−∞  פתוחה ב ∩

F .מתקיים :[ ) [ ), ,
b c

b b c
<

∞ ] ולכן ∪= ),b T∞ ] ו  ∋ ),b F∞   .F פתוחה ב ∩

 הוא 5מכאן מרכיב הקשירות של . ו קשיר שני איברים לפחות אז הוא אינFהראינו שאם ב 

{ }5 .  

  ל"מש

  
  

  4שאלה ', מועד ב, 2010מבחן 

}  הי י }
I

Xα α∈
 מנקודה יותר בן מהם אחד שכל טופולוגיים מרחבים של אינסופי   אוסף

 -ש והרא  .אחת
I

Xα
α∈
  .דיסקרטי מרחב  איננו∏

  
  תשובה

 - נניח ש
I

Xα
α∈
xנבחר .  הוא מרחב דיסקרטי∏ Xα α∈ לכל Iα :אזי . ∋ { }

I

U xα
α∈

 היא ∏=

כי , קבוצה פתוחה
I

Xα
α∈
כפלה הוא קבוצות מהצורה הבסיס של טופולוגית המ.  דיסקרטי∏

I

Oα
α∈
Oα כאשר ∏ ατ∈ לכל Iα Jוגם קיימת קבוצה סופית , ∋ I⊆ כך ש O Xα α= לכל 

Jα∈/ . כיוון שU קיימת  ) ואינה ריקה( פתוחה
I

O Oα
α∈

ל שאינה " קבוצת בסיס כנ∏=

Oכך ש , ריקה U⊆ .אם כך ,{ }O xα α⊆ לכל Iα נקבל ,  אינה ריקהOכיוון ש . ∋

{ }O xα α= לכל Iα Oאבל , ∋ Xα α= לכל Jα∈/,  ולכן{ }X xα α= לכל Jα∈/, וקיים α 
 יש יותר מנקודה אחת Xαזאת בסתירה להנחה שב .  אינסופיתI - סופית וJכזה כיוון ש 

Iαלכל  ∈.  

  ל"מש
  
  

  3שאלה ', מועד ב, 2009מבחן 

,יהיו . ט האוסדורף" מY, ט כלשהו" מXיהי  :f g X Y→הראו .  שתי פונקציות רציפות

}שהקבוצה  }: ( ) ( )X f xA x g x==   .X היא קבוצה סגורה ב ∋

  

  תשובה

)}ט האוסדורף אם ורק אם האלכסון " מY, לפי טענה , ) : }Yy y y Y Y∆ = ∈ ⊆  סגור ×

כעת נגדיר . )אך ההוכחה מופיעה בשיעורי הבית, להוכיח זאתיש  (בטופולוגית המכפלה
:h X Y Y→ )י " ע× ) ( ( ), ( ))h x f x g x= . נשתמש במשפט שאומרh רציפה אם ורק אם 

1ואכן , ההרכבה עם ההטלות היא רציפה 2,p h f p h g= =� כן ל.  הן רציפות לפי הנתון�
1( )h− )1אבל מתקיים .  היא סגורה כתמונה הפוכה של סגורה∆ )A h−=  סגורה ב Aולכן , ∆

X. 
  ל"מש
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  5שאלה ', מועד ב, 2008מבחן 

  ) : נמק(האם קיים הומיאומורפיזם  

2.   א
1

{ | }n
n
n+

+ ∈ℕו    -   
2 5

7
{ | }n
n

n−
+ ∈ℕ.  

  . 19  -  ו58.  ב

  . עם המטריקה הסטנדרטית2ℝתת מרחבים  dB)]0,0,(5[ - וdB))0,0,(5(. ג

  .  ℝ   -    ו2ℝ.  ד

  תשובה

2קיים הומיאומורפיזם בין .   א
1

{ | }n
n
n+

+ ∈ℕו   -   
2 5

7{ | }n
n

n−
+ ∈ℕמ דיסקרטים " שכן מדובר במ

או לחלופין להראות שהסדרות המתכנסות הינן קבועות , ניתן להראות שכל נקודון פתוח(

 ולכן קיימת פונקציה 0ℵ מעוצמה הם מרחבים. )ראו תרגיל דומה שעשינו בתרגול. לבסוף

  ).כי היא ממרחב דיסקרטי למרחב דיסקרטי(' ע ועל בין המרחבים שהיא בהכרח הומיאו"חח

 מרכיבי 2מכיון שבשני המרחבים קיימים , אחרת. 19  -   ו58בין ' לא קיים הומיאו.   ב

 אמורים להיות 9 או 1ת למרכיב קשירות אזי מעביר מרכיב קשירו' קשירות והומיאו

אך אף אחד מהם לא ) על מרכיב הקשירות' כצמצום של הומיאו  (8הומיאומורפיים ל

נקודת ( קיימת נקודה אחת בלבד שהוצאתה פוגעת בקשירות 8 שכן ב8הומיאומורפי ל

 למעשה( יש יותר מנקודה אחת 1 וגם ב9בעוד שגם ב)  המעגלים2המרכז המחברת בין 

  .שהוצאתה תיצור מרחב לא קשיר) אינסוף

תת מרחב קומפקטי dB)]0,0,(5[שכן dB)]0,0,(5[ -  וdB))0,0,(5(בין' לא קיים הומיאו. ג

והרי ) 2ℝ- בגוראינו ס( לא קומפקטי dB))0,0,(5(ואילו ) חסום וסגור (2ℝשל  

  . הומיאומורפיזם מעביר מרחב קומפקטי למרחב קומפקטי

 פוגמת בקשירות ואילו אם ℝ אינם הומיאומורפיים שכן הוצאת נקודה מ  ℝ   -    ו2ℝ.  ד

 נקודות ניתן לחבר 2כי בין כל ( נקבל מרחב קשיר מסילתית 2ℝהי מ נוציא נקודה כלש

  .ולכן קשיר) מסילה המורכבת משרשור של שתי מסילות סטנדרטיות

  ל"מש
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 'מועד א, 2004מבחן 

sin:  נגדיר את יחס השקילות הבאℝעל  sin ~x y x y= ]י הראו כ. ⇔ ]0,1
~

≅ℝ.  

  תשובה

]נוכיח תחילה כי  ]1,1
~

≅ −ℝ . אנו מחפשים פונקציה[ ]: 1,1f → −ℝ 

)המקיימת  ) ( )~x y f x f y⇔ )המועמד הטבעי הינו . = ) sinf x x= . נשים

] על הקטע עללב שזאת פונקצית  ]1,1− .  

]-נשים לב ש בגלל ההומיאומורפיזם הרצוי .  אינו קומפקטיℝאך ,  קומפקטי והאוסדורף−1,1[

-אנו מבינים ש
~
ℝנוכיח זאת.  קומפקטי:  

]נתבונן בפונקציה  ] [ ]0,2
| : 0, 2

~πρ π →ℝ .יפה ועלזו פונקציה רצ .[ ]0, 2π קומפקטי ולכן 

~
ℝקומפקטי  .  

 על f̂כמו כן ). בגלל הגדרת יחס השקילות(ע "וחח)  רציפהf-מכיוון ש( רציפה f̂, כעת

 רציפה והפיכה מקופמקטי להאוסדורף ולכן f̂יש לנו פונקציה , כ"בסה, א"ז.   עלf-מכיוון ש

f̂לכן .  הומיאומורפיזם[ ]1,1
~

≅ −ℝומכיוון ש -[ ] [ ]0,1 1,1≅   . נקבל את הדרוש−

  ל"מש

  

  

  

  4שאלה ',  מועד ב,2011מבחן 

xהראה שלכל . 3Tמרחב  Xיהי  y X≠ U,יש קבוצות פתוחות  ∋ V  כך ש,x U y V∈ ∈ 

Uוכן  V∩ = ∅  

  תשובה

   טענת עזר

x וXקבוצה פתוחה ב W  -נניח ש .3Tמרחב  X יהי W∈,אזי קיימת   U סביבה פתוחה  

xכך ש  xשל  U U W∈ ⊆ ⊆.  

   הוכחת טענת עזר

Cxסגורה וכן  CWמהנתון  W∉ .  3מכיון שהמרחבT קיימות ,U O  פתוחות וזרות כך 

,ש Cx U W O∈ CW,, כעת .⊇ O U O⊆ ∩ = CUכן ול  ∅ O W⊆   COומכיון ש   ⊇

Cx: סגורה נקבל לבסוף U U O W∈ ⊆ ⊆ ⊆.  

  ל טענת עזר"מש

[ ]1,1

ˆ

~

f

fρ

→ −ℝ

ց ր

ℝ
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xיהיו  y X≠ 1 ולכן קיימות 2T ולכן הוא 3T הוא Xהמרחב . ∋ 2,W Wפתוחות וזרות כך ש -

2 1,y W x W∈  x סביבה  פתוחה של Uי טענת העזר קיימת "עפ, 3T הוא Xהמרחב . ∋

1xהמקיימת  U U W∈ ⊆ 2y המקיימת y של V  פתוחה וכן קיימת סביבה⊇ V V W∈ ⊆ ⊆ .

1מתקיים  2W W = U ולכן ∩∅ V∩ = ∅.  

 ל"מש
 

  
  5שאלה ', מועד א, 2009

  

 כך ש x∈ℝי זה שמזהים זו לזו את כל הנקודות " המתקבל עℝ מרחב המנה של Xיהי 

1x / הוא מרחב המנה X, בלשון אחרת. < ~ℝ הוא יחס שקילות המוגדר באופן ~ כאשר 

x~: הבא y אם ורק אם x y= 1 אוx 1y וגם ≤  הומיאומורפי למעגל Xהראו ש . ≤

{ }1 2 2 2( 1, ) :S yx y x∈ += =ℝ .  

  תשובה

  .1S הומיאומורפי ל 0,1 כשמזהים בו את הנקודות [0,1]הקטע : תזכורת

f:1נגדיר פונקציה  S→ℝהמכבדת את יחס השקילות .  

) -כל הנקודות מחוץ ל (ולכן נעתיק את , ודה במנה עוברות לאותה נק−(1,1 ( 1)1 ,( ,∞ ∪ −∞ − 

  .−1,1לאותה נקודה כמו 

] ולכן נעתיק את 1S ל [0,1]אנחנו יודעים איך להעתיק את  רפית הומיאומו [0,1] ל −[1,1

]:. העתקה הידועהונרכיב עם ה 1,1] [0,1]h − י "מוגדרת עה →
1

( )
2

x
h x

+
= .  

1:[0,1]g S→י " מוגדרת ע( ) (cos s 2n2 , i )xg xx π π= .  

f:1כעת  S→ℝי" מוגדרת ע  

 
1( 1)),sin( ( 1))(cos(

( ) :
(1,0)

)

1

x
x

x

x x
f

π π
= 

≤



+ +

≥
  

  

  . רציפהf : טענה-תת

X,: נשתמש במשפט שראינו בכיתה: הוכחה-תת Y1ויהי , ט" מ,..., nC C כיסוי סגור של X ,

1 סגורה עבור iCכלומר  ni≤ ומתקיים , ≥
1

n

i

iX C
=

f:אם . ∪= X Y→כך שקציה פונ - 

|
iC

f 1 רציפה לכל ni≤   . רציפהfאזי , ≥

{1, במקרה שלנו [1, ) ( , 1], 1} [ 1,{ 1{ ]x x≥ = ∞ ∪ −∞ − ≤ =  הן סגורות המקיימות את תנאי −

   .טענה-ל תת"מש.  רציפהfולכן , המשפט

  
  :סיכום ביניים

  

• 1:f S→ℝרציפה ועל  

x~מתקיים  • y אם ורק אם ( ) ( )f x f y=  

�ולכן  1~: /f S→ℝע" מוגדרת היטב וחח . 

�

1

~

f

f

S

ρ

→ℝ

ց ր

ℝ
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• f רציפה ⇐ �fרציפה . 

• f  על ⇐ �fעל . 

  
  

/נוכיח כעת ש  ~ℝנשים לב שצמצום העתקת המנה  :  הוא מרחב קומפקטי

[ 1,1]:[ 1,1]| / ~ρ − − → ℝולכן גם התמונה ,  קומפקטימרחב ועל מיפה רצ/ ~ℝ קומפקטית .  

  

  .ולכן היא העתקה סגורה,  רציפה מקומפקטי להאוסדורף�fכעת 

  .ולכן היא הומיאומורפיזם, ע ועל"חח, סגורה,  רציפה�fכלומר 

  ל"מש


