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,𝑌)נניח  (:𝑯𝒆𝒊𝒏𝒆משפט )עיקרון  𝜌), (𝑋, 𝑑)  מרחבים נתונים. אז עבור הפונקציה𝑓: 𝑋 → 𝑌 

 התנאים הבאים שקולים:

1 )𝑓 .רציפה 

2 )𝑓 כלומר,    שומרת על התכנסות(𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑓(𝑥𝑛)

𝜌
→ 𝑓(𝑎).) 

𝑂∀ ז"א,)   ( המקור של קבוצה פתוחה גם פתוח3 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑓−1(𝑂) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑)) 

 הוכחה )עיקרון היינה(:

(2) ⇐ (1): 

 

 

 

 

𝑥𝑛 -נתון ש 
𝑑
→ 𝑎.   צ"ל- 𝑓(𝑥𝑛)

𝜌
→ 𝑓(𝑎). 

𝑓  רציפה⇐ 𝑓  רציפה בנקודה𝑎 ∈ 𝑋. 

∀𝜖 > 0 ∃𝛿 > 0: 𝑓(𝐵𝛿(𝑎)) ⊆ 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) 

 (. 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦הגדרת )

 :𝐵𝛿(𝑎)נמצאים בכדור  𝑥𝑛לפי הגדרת התכנסות, כמעט כל האיברים של 

∃𝑛0 ∈ ℕ: ∀𝑛 ≥ 𝑛0: 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝛿(𝑎) 

 𝐵𝜖(𝑓(𝑎))  סביבה:- 𝜖  -נמצאים ב 𝑓(𝑥𝑛) הסדרה כמעט כל האיברים של אז

𝑓(𝑥𝑛)         לכן הוכחנו:
𝜌
→ 𝑓(𝑎) . 

(3) ⇐ (2): 

 לא מתקיים. ז"א: (3) –נניח בשלילה ש 

∃𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑓−1(𝑂) ∉ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

,𝑋) -לא פתוחה ב  𝑓−1(𝑂) -פתוחה בעוד ש  𝑂כלומר  𝑑).  

𝑎∃  – "לא פנימית"ז"א קיימת נקודה  ∈ 𝑓−1(𝑂): ∀𝜖 > 0  𝐵𝜖(𝑎) ⊈ 𝑓
−1(𝑂) 
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𝜖עבור כל  ≔
1

𝑛
𝑥𝑛קיים   ∈ 𝑋  כך ש–  

{
𝑥𝑛 ∈ 𝐵1

𝑛

(𝑎)

𝑥𝑛 ∉ 𝑓
−1(𝑂)

 

⇒ {
𝑑(𝑎, 𝑥𝑛) <

1

𝑛
𝑓(𝑥𝑛) ∉ 𝑂

 

,𝑑(𝑎  מהשורה הראשונה נובע ש 𝑥𝑛) <
1

𝑛
𝑥𝑛 - ולכן  

𝑑
→ 𝑎. 

𝑓(𝑥𝑛)  –על מנת לקבל סתירה, מספיק להוכיח  ↛
𝜌

𝑓(𝑎)  . 

𝑓(𝑎) ∈ 𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌)  וכן𝑂  פתוחה ולכן𝑓(𝑎) ב  נקודה פנימית𝑂. 

𝜖אז קיים  > 𝐵𝜖(𝑓(𝑎))   –ש כך  0 ⊆ 𝑂 

𝑓(𝑥𝑛)אבל מהשורה השנייה מקודם  ∉ 𝑂  ולכן∀𝑛: 𝑓(𝑥𝑛) ∉ 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) . 

𝑓(𝑥𝑛)   –לכן  ↛
𝜌

𝑓(𝑎) 

(1) ⇐ (3): 

 רציפות "דרך כדורים". - (1)בודקים את 

 

 

 

 

𝜖לכל  > 𝑂 –נתון  0 = 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌) א קבוצה פתוחה(.)למדנו שכל כדור פתוח הו 

𝑓−1(𝑂)            – (3)לכן בגלל  = 𝑓−1 (𝐵𝜖(𝑓(𝑎))) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑)        .גם פתוח 

𝑎אכן  ∈ 𝑓−1(𝑂) ולכן ,𝑎  נקודה פנימית, אז קיים𝛿 >   –כך ש  0
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𝐵𝛿(𝑎) ⊆ 𝑓
−1(𝑂) 

⇒ 𝑓(𝐵𝛿(𝑎)) ⊆ 𝑓(𝑓
−1(𝑂)) ⊆ 𝑂 = 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) 

 ו!הוכחנ

 

 ערה:ה

 על קבוצות סגורות. רביעי תנאים( אפשר להוסיף תנאי  3שלמדנו ) 𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒במשפט 

    ( מקור של קבוצה סגורה הוא גם סגור.4

𝑓−1(𝐴𝑐):    הסבר מקוצר = (𝑓−1(𝐴))
𝑐

 

 פתוחה. 𝐴𝑐סגורה אם ורק אם  𝐴ובנוסף 

(3)ולכן  ⇔ (4). 

 

 

 

 

 

 דוגמאות:

1 ) 

𝐷 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|
𝑥2

4
+
𝑦2

9
≤  .ℝ2 -סגור ב          {1

,𝐹(𝑥     הסבר: 𝑦) ≔
𝑥2

4
+
𝑦2

9
   𝐹:ℝ2 → ℝ 

 פולינומיאלית!(.פונקציה רציפה )
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  –סגור. למשל  ℝ3 -( כל מישור ב 2

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3| 2𝑥 + 3𝑦 − 4𝑧 + 5⏟          
𝐹(𝑥,𝑦,𝑧)

= 0} 

𝐷 -יתן לכתוב כ נ 𝐷סגור, כי את  = 𝐹−1(0)  סגור ב  {0}ואכן- ℝ. 

,𝑋)( בכל מ"מ 3 𝑑): 

𝐵𝑟[𝑎] ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑎, 𝑥) ≤ 𝑟} 

𝑆𝑟(𝑎) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑎, 𝑥) = 𝑟} 

 סגורות!

 הסבר:

:𝑓𝑎נגדיר פו'  𝑋 → ℝ  ,𝑓𝑎(𝑥) = 𝑑(𝑎, 𝑥) זוהי פונקציית ליפשיץ .– 𝑓𝑎 ∈ 𝐿𝑖𝑝1 ⊂ 𝐶(𝑋). 

𝑓𝑎
−1(−∞, 𝑟] = 𝐵𝑟[𝑎] !גם סגור 

𝑓𝑎
−1({𝑟}) = 𝑆𝑟(𝑎) !גם סגור 

4 )𝐵𝑟(𝑎) .)פתוחה )באופן דומה 

𝐵𝑟(𝐴) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝐴) < 𝑟} .פתוחה   

𝑓𝐴(𝑥) נקצית ליפשיץכאן יש צורך בפו = 𝑑(𝑥, 𝐴)  ,𝑓𝐴: 𝑋 → ℝ. 

 

5 )
1( ) det ( \{0})nGL  במרחב של מטריצות ריבועיות. פתוחהת, מטריצות הפיכו 

𝑀𝑎𝑡𝑛(ℝ) ≃
𝑚𝑒𝑡𝑟

ℝ𝑛
2
 

 

,𝑋) הגדרות: 𝑑)  ,מ"מ𝐴 ⊆ 𝑋. 

 :𝑨" (𝐶𝑙𝑜𝑠𝑢𝑟𝑒 𝑜𝑓 𝐴)"הסגור של א( 

𝐴 ⊆⏟
𝑚1

𝐴̅ = 𝑐𝑙(𝐴) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|  𝑑(𝑥, 𝐴) = 0} 

 :(𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑢𝑟𝑒) "סגור סדרתי"ב( 

𝐴 ⊆⏟
סדרה קבועה

תמיד מתכנסת!

𝑠𝑐𝑙(𝐴) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴: 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛} 
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𝑠𝑐𝑙(𝐴)תמיד  מ"מבכל  :1משפט  = 𝑐𝑙(𝐴). 

 הוכחה:

𝑧נניח   (: ⊇) ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴)  אז–  

{
𝑧 = lim

𝑛→∞
𝑎𝑛

∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴
 

    –לפי הגדרה 

𝑑(𝑧, 𝑎𝑛)
𝑛→∞
→   0 

⇒ 𝑑(𝑧, {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ) = 0 

 המעבר נובע מהגדרת אינפימום.

⇒ 𝑑(𝑧, 𝐴) = 0 

⇒ 𝑧 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) 

(⊇ :) 

𝑧 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) 

⇒ inf
𝑎∈𝐴
𝑑(𝑧, 𝑎) = 𝑑(𝑧, 𝐴) = 0 

 (.𝑖𝑛𝑓)לפי הגדרת 

𝑛נקבל שלכל  ∈ ℕ  קיים𝑎𝑛 ∈ 𝐴  כך ש–  

∀𝑛 ∈ ℕ: 0⏟
=0

≤ 𝑑(𝑧, 𝑎𝑛) ≤
1

𝑛⏟
→0

 

𝑎𝑛                –מכאן  ∈ 𝐴 ⋀ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑧 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴) 

                                                       

,𝑋)נניח  )קריטריון סגירות במ"מ(: 2משפט  𝑑)  ,מ"מ𝐴 ⊆ 𝑋:התנאים הבאים שקולים . 

1 )𝐴  סגורה ב– 𝑋    .)ז"א משלים לפתוחה( 

2 )𝐴 = 𝑠𝑐𝑙(𝐴)      (𝐴  סגורה לגבי.)הגבולות 

3 )𝐴 = 𝑐𝑙(𝐴). 

4 )𝐴 רציפה נ' רציפה )ז"א קיימת פ"קבוצת אפסים" של פו '𝑋
𝑓
→ℝ  כך ש- 𝐴 = 𝑓−1(0).) 

 הוכחה:
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(2) ⇐ (1): 

𝐴 -נניח בשלילה ש  ≠ 𝑠𝑐𝑙(𝐴).  

𝐴 -אז )בגלל ש  ⊆ 𝑠𝑐𝑙(𝐴) 'קיימת נק )– 

{
𝑧 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴)
𝑧 ∉ 𝐴

 

  –לכן 

{
𝑧 = lim𝑎𝑛  , ∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴

𝑧 ∉ 𝐴
 

  –לכן 

{
𝑧 = lim𝑎𝑛  , ∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴

𝑧 ∈ 𝐴𝑐
 

𝐴  סגורה )נתון(. ז"א𝐴𝑐 פתוחה! 

 .𝐴𝑐נקודה פנימית של  𝑧ואז 

⇒ ∃𝑟 > 0: 𝐵𝑟(𝑧) ⊆ 𝐴
𝑐 

  –וזאת סתירה ל    𝐵𝑟(𝑧)לא נמצה בכדור   𝑎𝑛אז אף איבר של הסדרה 

{
𝑧 = lim𝑎𝑛
𝑎𝑛 ∈ 𝐴

 

(3) ⇐ (2): 

 .1בגלל משפט 

(4) ⇐ (3): 

  –נגדיר 

  𝑓𝐴(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝐴)       𝑓𝐴: 𝑋 → ℝ (!רציפה) 

  –אז 

𝑓𝐴
−1(0) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓𝐴(𝑥) = 0} = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝐴) = 0} = 𝑐𝑙(𝐴) =⏟

נתון 3

𝐴 

𝑓𝐴ולכן 
−1(0) = 𝐴. 

(1) ⇐ (4): 

𝑓𝐴  קור לסגור גם סגור(" )מ𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒"תוספת למשפט  נפעיל
  .מקור של נקודון --   (0)1−

 
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,𝑋)במ"מ  הגדרה: 𝑑)  עבור𝐴 ⊆ 𝑋 נגדיר ,–  

𝐴′ ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝐴\{𝑥})} =
𝑚𝑒𝑡𝑟

{𝑥 ∈ 𝑋|𝑥 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴\{𝑥})}  

 .𝑨נקודות ההצטברות של 

  

𝑧הוכיחו ש  תרגיל: ∈ 𝐴′   אם ורק אם קיימת סדרה בA שונים שמתכנסת ב  עם איבריםX 

 .    zלנקודה 

 תשתמשו בעובדה ש)על נקודה מבודדת( הוכחה של כיוון שני.   טענה 2הרצאה בראו  רמז:

𝑑(𝑧, 𝐴\{𝑧}) =  לא מבודדת(.  zדה בטענה ש נת לבנות סדרה מבוקשת )במקום העובעל מ 0

 תרגיל:

1 )𝐴 = {
1

𝑛
|𝑛 ∈ ℕ}. 

𝐴′ = {0} 

𝐴′′ = ∅ 

2 )𝐴 = {(
1

𝑛
,
1

𝑚
) |𝑛,𝑚 ∈ ℕ}. 

𝐴′ = {(0,0), (
1

𝑛
, 0) , (0,

1

𝑚
)} 

𝐴′′ = {(0,0)} 

𝐴′′′ = ∅ 

 )לבדוק לבד!(.     תכונות )במ"מ(:

𝑐𝑙(𝐴)א(  = 𝐴 ∪ 𝐴′. 

A'סגורה  𝐴ב(  A  

 

 היא: 𝑋 -ב 𝐴אומרים שתת קבוצה  הגדרה:

 של קבוצות פתוחות. ייהבן מנשווה לחיתוך  𝐴אם  "𝑮𝜹"קבוצת א( 

𝑂𝑛∃)ז"א  ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑), 𝑛 ∈ ℕ: 𝐴 = ⋂ 𝑂𝑛𝑛∈ℕ.) 

 של קבוצות סגורות. בן מנייהשווה לאיחוד  𝐴אם  "𝑭𝝈"קבוצת ב( 

, 𝑃𝑛 סגורה:𝑛∀)ז"א  ∃𝑃𝑛 ⊆ 𝑋:𝐴 = ⋃ 𝑃𝑛𝑛∈𝑁.) 

𝐴  הערה: ∈ 𝐺𝛿 ⇔ 𝐴𝑐 ∈ 𝐹𝜎 
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 תרגיל:

,𝑋)הוכיחו שבמ"מ פה" בעזרת פונקציה רצי" 𝑑):  

 .𝐺𝛿א( כל קבוצה סגורה היא 

 𝐹𝜎ב( כל קבוצה פתוחה היא 

 

 חשובות של שלמות: תכונות 2הוכיחו     תרגיל:

 שלמות נשמרת בקבוצות סגורות ( 1

 (.ם, אז גם תת קבוצה סגורה שלו שלם כתת מ"מ)אם מרחב הוא של     

,𝑌)נניח ( 2 𝑑𝑌) רי של תת מרחב מט(𝑋, 𝑑) אז אם .(𝑌, 𝑑𝑌)  שלם אז𝑌 ב  סגורה– 𝑋. 

 ."סדרות סגורה בנוגע להתכנסות"היא  ⇔היא סגורה  תת קבוצה רמז:

 

 

 השלמה של מרחב מטרי 

 

,𝑋)של מ"מ  השלמה:  הגדרה 𝑑) הוא 

,𝑋)שיכון איזומטרי   𝑑) ↪
𝑖
𝑀 כאשר ,𝑀 ומתקיים:  מ"מ שלם( ( ))cl i X M   . 

 הערה:

 . קבוצה סגורהבכל מרחב הוא תמיד  𝐴 של cl(A)קל לבדוק שהסגור

 )וזה נכון אפילו למרחבים טופולוגיים, נוכיח בהמשך(.

 

,𝑋)לכל מ"מ  משפט )השלמה(: 𝑑) .יש השלמה 

 הוכחות )מקוצרות((. 2)בהמשך נציג 

  –הוכחה ראשונה מבוססת על 
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,𝑋)לכל מ"מ  (:𝑩𝒂𝒏𝒂𝒄𝒉למרחב משפט )שיכון  𝑑)  קיים שיכון איזומטרי לתוך מרחב

𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ .)מ"נ שלם =( 

 :וכחהה

𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎלמדנו על מרחב  ∋ (𝑙∞(𝑋), ‖⋅‖𝑠𝑢𝑝). 

𝑙∞(𝑋) = {𝑓: 𝑋 → ℝ|חסומה 𝑓(𝑋)} 

‖𝑓‖𝑠𝑢𝑝 ≔ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓(𝑥)| 

 :𝑙∞(𝑋)לתוך  𝑋נראה כי ניתן לשכן את 

𝑧נבחר  ∈ 𝑋   .נגדיר ו–                𝜑:𝑋 → 𝑙∞(𝑋) 

𝑎 ⟼ 𝜑(𝑎) = 𝑎̂            𝑎̂: 𝑋 → ℝ 𝑎̂(𝑥) = 𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)  

𝑎̂ ∈ 𝑙∞(𝑋) ז"א ,𝑎̂ חסומה כי  נקציהפו–  

|𝑎̂(𝑥)| = |𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)| ≤ 𝑑(𝑎, 𝑧)⏟    
קבוע

 

,𝑎∀     מ"ל 𝑏 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑎, 𝑏) = ‖𝑎̂ − 𝑏̂‖  . 

‖𝑎̂ − 𝑏̂‖ = sup
𝑥∈𝑋
|(𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)) − (𝑑(𝑏, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥))| = 

= sup
𝑥∈𝑋
|𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑏, 𝑥)| ≤ 𝑑(𝑎, 𝑏) 

𝑥מצד שני, אם נציב  = 𝑏  נקבל–  

‖𝑎̂ − 𝑏̂‖ = sup
𝑥∈𝑋

|𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑏, 𝑥)| ≥ sup|𝑑(𝑎, 𝑏) − 0| = 𝑑(𝑎, 𝑏) 

 לכן הוכחנו את השוויון. 

                                                              

,𝑋)לכל מ"מ  משפט )השלמה(: 𝑑) .יש השלמה 

 דרכים: 2 –הוכחה ב 

 דרך א':

,𝑋)לכל הוכחנו שהוכחנו:  𝑑)  קיים שיכון איזומטרי לתוך מרחב𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ –  

𝜑:𝑋 → 𝑙∞(𝑋) 

𝑙∞(𝑋) חסומות וממשיות. פונקציות   ((𝑙∞(𝑋), ‖⋅‖𝑠𝑢𝑝)  מרחב𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ.) 
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𝜑(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊂ 𝑙∞(𝑋) 

  .וצה סגורה במרחב שלם ולכן גם שלםקב

𝑋   –אז קיבלנו השלמה  ↪
𝜑

𝜑(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑐𝑙(𝜑(𝑋))    

                                                  

אפשר מפורטת  . הוכחהרק שלבים בסיסיים( -)הוכחה מקוצרת "דרך סדרות קושי"   דרך ב':

 . חלק א ליבוביץ )האוניברסיטה הפתוחה( ד.למצוא למשל בספר "טופולוגיה קבוצתית",

ℚ הרעיון מאוד דומה להשלמה ↪
𝑖
ℚ̅ = ℝ  .כשאנחנו מגדירים מספר של מרחב רציונליים

)1ראו גם השלמה של מחלקת שקילות של סדרות קושי ברציונליים. כממשי  [ , ], )C a b d . 

 

 

 

 

)עבור מ"מ נתון   שלב א': , )X d  קבוצה נגדיר–  𝑋̃ ≔ {(𝑋, 𝑑)  סדרות קושי ב} 

𝑥   לכל זוג של ס"ק מטריקה באופן טבעי:-נגדיר פסאודו = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ, 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ ∈ 𝑋̃ 

)    –נגדיר     , ) lim ( , )n n
n

d x y d x y


        

)וקל לבדוק ש  כי מדובר על סדרות קושיהגבול קיים  , )n nd x y  ס"ק ב 

| שימו לב  רמז:) ( , ) ( , ) | ( , ) ( , )n n m m n m m nd x y d x y d x x d y y    .) 

) הסדרהלכן  , )n nd x y   שלם.   כי  ב  מתכנסתבאמת 

( , )X d מטרי.-מרחב פסאודו  
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  שלב ב':

 (מטרי-מרחב מטרי מושרה ע"י מרחב פסאודו: )טענת עזר

)נניח   , )X d מטרי )כללי(. -מרחב פסאודו 

 .ים באופן הבאמנה שמקבל טריממרחב ממנו יוצרים 

,𝑋̃)מטרי -מרחב פסאודועל  𝑑̃) מרחק אפס"( ילותמגדירים יחס שק"(: 

𝑥Ω𝑦 =
𝑑𝑒𝑓
𝑑̃(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑀    נקבל קבוצת מנה: ≔ 𝑋̃ Ω⁄ = {[𝑥] מחלקות שקילות} 

[𝑥] ≔ {𝑦 ∈ 𝑋̃|𝑑̃(𝑥, 𝑦) = 0} 

d       :)דרך הנציגים( מרחק טבעי 𝑀נגדיר ב   ([𝑥], [𝑦]) = 𝑑̃(𝑥, 𝑦)   . 

,M)  :אז יקה.אין תלות בנציגים וזאת באמת מטר )d מרחב מטרי , 

)הפונקציה  , ) (M, ), [ ]X d d x x   .היא על ושומרת מרחקים 

 

)שלנו  מטרי-פסאודו מרחבעל  "טענת עזר"נפעיל  -- נחזור למשפט , )X d ק. "של ס 

𝑥      :נגדיר שיכון ⟼ [𝑥̃]     𝑋 ↪
𝑖
𝑀 

xכאשר  X  סדרה קבועה𝑥, 𝑥, 𝑥  מים תנאים הבאים: יאז מתקי  .…

i .שיכון איזומטרי  

 𝑑(𝑥, 𝑦) = d ([𝑥̃], [𝑦̃]) 

𝑖(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀  

(𝑀, 𝜌) .!מש"ל                     מרחב שלם 

 

 

ℚ𝑛     :1ה דוגמ ↪ ℝ𝑛 = ℚ𝑛̅̅ ̅̅.       
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𝑋  תזכורת:  = (ℤ, 𝑑𝑝) !היה בתירגול(    מ"מ לא שלם( 

𝑝עבור  משלל = 3:      𝑥𝑛 = 1 + 3 + 3
2 +⋯+ 3𝑛−1 

 .𝑋 –סדרת קושי שלא מתכנסת ב 

,ℤ)  :2ה דוגמ 𝑑𝑝) ↪ (ℤ̅, 𝑑𝑝̅̅  היא  השלמה כאשר: (̅

ℤ̅ = אדיים} − 𝑝 שלמים} = {∑𝑏𝑘𝑝
𝑘

∞

𝑘=0

, 𝑏𝑘 ∈ {0,1, … , 𝑝 − 1}⏟        
𝑝 שאריות מודולו

= ℤ𝑝} 

  . קומפקטית טופולוגית חבורה זאת םבעצ  ! (ולכן גם שלם) קומפקטישהוא 

 

,𝑋)מ"מ  הגדרות: 𝑑) :נקרא 

 . 𝑋 –ב סדרה מתכנסת  –יש תת  𝑋 –אם לכל סדרה ב "קומפקטי סדרתית" א( 

 .סופיכיסוי יש תת  𝑋כיסוי פתוח של  לכלאם "קומפקטית" ב( 

 הערה:

 שבמרחבים מטריים ההגדרות הנ"ל הן שקולות. נוכיח בהמשך( 1

𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒בורל ) –( נוכיח גם )בעצם אתם מכירים( את משפט היינה 2 − 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙:) 

  –התנאים הבאים שקולים 

 𝑋 ⊂ ℝ𝑛 .כתת מרחב( הוא קומפקטי( 

 𝑋 .חסום וסגור 

𝑋הוכיחו שתת קבוצה  תרגיל: = {𝑒𝑛: 𝑛 ∈ {1,2, …   סגור והוא חסום  𝑙2 מרחב הילברטב  {{

 . כמרחב מטרי לא קומפקטי  𝑋אבל            

 כל מ"מ קומפקטי הוא שלם. משפט:

 :חההוכ

  )לכל ס"ק )סדרת קושי(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ( הגדרת יש ת"ס מתכנסת.)"קומפקטיות סדרתית" 

  תירגול( היא מתכנסתאם לס"ק יש ת"ס מתכנסת, אז גם ס"ק נתונה(. 

 

,𝐶[𝑎)  :3ה דוגמ 𝑏], 𝑑1) ↪
השלמה

𝐿1[𝑎, 𝑏] כאשר ,𝐿1[𝑎, 𝑏] .פונקציות אינטגרביליות 

  (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1) !לא שלם 
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(𝑓𝑛)  ב  ס"ק- (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1)  אבל לא מתכנסת ב- (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1). 

,𝐿1[𝑎)גדול יותר(  כן מתכנס במרחב 𝑏]: 

 

 

 

 

 

𝐸 כאשר: = {𝑓| ∫ |𝑓|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0} . 

𝐿1̃ נורמי(-)אומרים גם סמי ! נורמי-סאודומרחב פ.𝐿1̃ /𝐸   𝐿1[𝑎, 𝑏] והוא  מרחב המנה =

]של פונקציות אינטגרביליות על מרחב בנך  , ]a b .  

 

4 )(𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑2) ↪
השלמה

𝐿2[𝑎, 𝑏].   .מקבלים מרחב הילברט 

 

}  ( אםclopen) סגוחהנקראת קבוצה  𝐴 הגדרה:
𝐴 פתוחה

𝐴 סגורה
 

 דוגמאות:

1 )𝐴 = 𝑋 -פתוחה ולא סגורה ב  (0,1) = ℝ. 

2 )𝐴 = 𝑋 -סגורה ולא פתוחה ב  [0,1] = ℝ. 

3 )𝐴 = 𝑋 -לא סגורה ולא פתוחה ב  (0,1] = ℝ. 

4 )∅,ℝ  סגוחות ב- ℝ. 
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,𝑋)לכל מרחב  הערה: 𝑑) –  תת קבוצות ∅, 𝑋 כי ) תמיד סגוחות,c cX X ) .  

 ? לא טריוויליות נוספות סגוחות יש מתיהשאלה: 

,𝑋)מרחב  הגדרה: 𝑑)  קשירנקרא (connected אם קבוצות סגוחות במרחב הן )רק ∅, 𝑋. 

𝑋 אם קיים פירוק   :לא קשירלהיות  השקולהגדרה  = 𝑋1⨃𝑋2  כך ש–  

{

𝑋1 ≠ ∅ , 𝑋2 ≠ ∅

𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) (פתוחות)

𝑋1 ∩ 𝑋2 = ∅

1שימו לב ש )     2,X X לא טריוויאליות סגוחות) 

 

ℝ   אם:    למשל: ⊃ 𝑋⏟
כתת מרחב

= [2,4) ∪ (5,∞) 

,5). שימו לב ש לא קשיר 𝑋אז  ) ב  סגוחהX  לא ב( .) 

1כי     (2,4]פנימית ב  'נק 2)למשל   (2,4]דומה עבור 
2

B (2) [2,2.5) [2,4) ) . 

  לא קשיר. ים()כתת מרחב בממשי ℚ מרחב מטרי של רציונליים    עוד דוגמה:

  :למשל. "ולוגייםטופוקים רפי"סוף נובהתאם יש אי יש אינסוף ת"ק סגוחות

ℝ ⊃ ℚ 

𝑋1 = (−∞,√2) ∩ ℚ 

𝑋2 = ℚ ∩ (√2,∞) 

 

)הוכיחו שמרחב  תרגיל: , )pd  עם מטריקה(p – .הוא לא קשיר )אדית 

 

 לסקרנים:  

 https://en.wikipedia.org/wiki/Metric_space. על מרחבים מטריים וטופולוגיה שלהם   א

       https://en.wikipedia.org/wiki/Complete_metric_space#Completionמרחבים שלמים  . הלב

) המרחב על. ג , )pd  השלמתו  ,"( שלמיםp-אדיים")  

adic_number-https://en.wikipedia.org/wiki/P   

adic/-koeln.de/fachgebiete/mathe/knospe/p-http://www.nt.th 

https://en.wikipedia.org/wiki/Metric_space
https://en.wikipedia.org/wiki/Complete_metric_space#Completion
https://en.wikipedia.org/wiki/P-adic_number
http://www.nt.th-koeln.de/fachgebiete/mathe/knospe/p-adic/

