
הגדרה

.F מעל f של הפיצול שדה E כאשר E/F של גלואה Galf=חבורת נגדיר .f ∈ F [λ] נתון

הוכחנו

|G| | n! ולכן G ↪→ Sn שיכון קיים אז deg f = nו G = Galf אם .I

m | |G| אז m = deg gו פריק אי g | f אם .II

טריניאלית אי לאוטומורפיזמים מצמצמת הצמדה כי 2 | |G| אז E 6⊆ Rו E ⊆ C אם .III
(2 E(מסדר של

הגדרה

.m אישזהו עבור am ∈ F כאשר K = F [a] אם F של שורשית הרחבה K

דוגמאות

(1 של שורש ρ כאשר F [ρ])ציקלוטומית הרחבה .1
(F : Q 1(=כאשר של n־פרימיטיבי שורש ρ כאשר Gal (F [ρ] /F ) ↪→ Kulenn

.α ∈ F כאשר F [ m
√
α] .2

σ ( m
√
α) = ρ m

√
α כאשר Gal [F [ m

√
α] : F ] = Cm = 〈σ〉 אז ρm ∈ F אם

ריבועי] אינו α ∈ Q כאשר F = Q או ראשוני m עבור נכון [זה

הגדרה

F = F0 ו⊃ ,Galois E/F ,K ⊆ E אם Kל Fמ שורשי מגדל שקיים אומרים .F ⊆ K נניח
כאשר Fi+1 = Fi [ai] שורשית הרחבה Fi+1/Fi כל כאשר F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Ft = E

.ami
i ∈ Fi

.{m0, . . .mt−1} מקסימום הוא המגדל של הגובה נגיד

כאשר Kל Fמ מגדל שהוא אומרים אבל ,Eב ומסתיים Fב מתחיל המגדל :♥ נשים
.F ⊆ K ⊆ E

מרכזית למה

כך L של σ ואוטומורפיזם b ∈ F קיים אז .ρn ∈ F ו an ∈ F ,L = F [a] נניח
.bn ∈ F ולכן σ (b) = ρnbש

הצדקה

σ (b) = ρnb =⇒ σ (bn) = ρnnb
n = bn ∴ bn ∈ L〈σ〉 = F
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LAGRANGE RESOLVEMENT ־ הוכחה

(ρ = ρn)

b = a︸︷︷︸
=ρmσ−n(a)

+ρσ−1 (a) + ρ2σ−2 (a) + · · · ρn−1

σ (bj) = ρnσ−(n−1) (a) ρa+ ρ2σ−1 (a) + · · ·+ ρn−1σn−2 (a) =

=

n−1∑
i=0

ρijσ−i (a)

bj /∈ Fש כך 0 ≤ j < n קיים טוענים:

נוכיח:

∑
ρjkbj =

n−1∑
i=0

σ−i (aj)

n−1∑
j=0

ρj(k+j) = · · ·

החישוב: את נמשך .
n−1∑
j=0

1 = n הוא ואז i = −k אם אלא
n−1∑
j=1

ρj(k+j) = 0

· · · = σ−(−k) (a)n = nσk (a)

.bj /∈ F איזשהו לכן .a ∈ F ⇐⇒ ∀knσk (a) ∈ F אז bj ∈ F כל אם נובע:

משפט

⇐⇒ ≤ m מגובה Eל Fמ שורשי מגדל יש .ρm! ∈ F ,Galois [E : F ] = m נניח
.≤ m ממימד מנה כל עם פתירה Gal (E/F )

כלומר:

F = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ F t = E
m

G = Gal (E/F ) ⊃ Gal (E/F1) ⊃ · · · ⊃ Gal (E/F t) = {e}

מסקנה

Gal (E/F ) ⇐⇒ שורשים מגדל קיים אז ־ ρm! ∈ F ,[K : F ] = m ספרבילי, K/F נניח
.K של הנורמלי סגור E כאשר פתירה
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מסקנה

.ρm! ∈ Fש הנחה בלי דבר אותו

הוכחה

ספרבילי) K/F למה(

.Eל Fמ שורשים מגדל קיים אז .K של Galoisה סדור Eו Kל Fמ שורשים מגדל יש נניח
לכתוב:

F = F0 ⊂ F1 = F0 [a0] ⊂ F2 = F1 [a1] ⊂ · · · ⊂ K = Ft−1 [at−1]

כלומר

K = F [a0, . . . at−1] ami
i ∈ Fi

לכתוב

G = Gal (E/F ) = {σ1 = 1, σ2, . . . σv}

נגדיר

L1 = K

L10 ⊂ L10 [σ2 (a0)] ⊂ L12 [σ2 (a1)] ⊂ · · · ⊂ L1,t−1 [σ2 (at−1)] = L2

:L1,j+1 = L1,j [σ2 (aj)] כל כלומר

E

K [ρ]

K F [ρ]

F

אבלית. Galois חבורת עם Galois הרחבה גם שורשית. הרחבה F [ρ] /F ברור:
מגדל בעל E/F [ρ] ⇐= שורשים מגדל בעל E/F אז שורשים מגדל בעל K/F אם

ציקלית). מנה כל החבורות של בשרשרת פתירה(כי Gal (E/F [ρ]) ⇐= שורשים
פתירה. G ⇐= פתירה G/Hו פתירה H CG

פתירה. Gal (E/F ) ⇐= שורשים מגדל הוכחנו:

3



המשפט להוכחת חזרה

שורשים. מגדל קיים ⇐= פתירה Gal (E/F )
פתירה חבורה של תח״נ Gal(כל (E/F ) של תח״נ שהיא בגלל פתירה Gal (E/F [ρ])

פתירה). היא
ליחיד. אחד שורשים מגדל יש F ל F [ρ]מ הקודמת המסקנה ולפי שורשים מגדל יש
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