
 05.12.22 – בוחן פתרון  –  83-112 –   להנדסה  1חדו"א 

 חשבו את הגבולות של הסדרות הבאות: נק'(  36) .1

𝑛2√ .א + 2𝑛 + 2 − 𝑛 

 .∞−∞של  תי יש לנו מקרה בעיי

 נכפול ונחלק בצמוד:

√𝑛2 + 2𝑛 + 2 − 𝑛 =
𝑛2 + 2𝑛 + 2 − 𝑛2

√𝑛2 + 2𝑛 + 2 + 𝑛
=
𝑛

𝑛
⋅

2 +
2
𝑛

√1 +
2
𝑛
+

2
𝑛2

+ 1

→
2

2
= 1 

𝑛 .ב (√𝑛2 + 2𝑛 + 2 − (𝑛 + 1)) 

∞בתוך הסוגריים שואף לאפס, ולכן יש לנו מקרה בעייתי של , הביטוי  הקודם הסעיףלפי  ⋅ 0. 

 וגריים: ביטוי שבתוך הסנחלק בצמוד של השוב, נכפול ו
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 .∞1, ולכן יש לנו מקרה בעייתי של  1הסעיף הראשון, הביטוי בבסיס החזקה שואף ל לפי

 :eנעזר בכלל ה

(√𝑛2 + 2𝑛 + 2 − 𝑛)
𝑛
→ 𝑒lim𝑛⋅(√𝑛2+2𝑛+2−𝑛−1) 

 י במעריך של החזקה הוא בדיוק הגבול מסעיף קודם.אבל הביטו

 גבול הוא לכן סה"כ ה

𝑒
1
2 = √𝑒 

  



𝑎1 מקיימתתהי סדרה ה נק'(  36) .2 = 𝑛וכן לכל   6 ∈ ℕ   מקיימת כי𝑎𝑛+1 = √3𝑎𝑛 − 2 

𝑛הוכיחו כי לכל   ('נק 12) .א ∈ ℕ   מתקיים כי𝑎𝑛 > 1 . 

 נוכיח באינדוקציה.

𝑛עבור   = 𝑎1ון כי נת 1 = 6 > 1 

𝑎𝑛עבורו   𝑛יהי   >  לכן 1

𝑎𝑛+1 = √3𝑎𝑛 − 2 > √3 ⋅ 1 − 2 = 1 

 הסדרה מתכנסת וחשבו את גבולה. וכיחו כי ה (נק' 24) .ב

,6,4כים ראשונים בת ערראשית נוכיח כי מדובר בסדרה מונוטונית יורדת )מדובר בניחוש מושכל לאחר הצ √10.) 

𝑎𝑛+1מתקיים כי  𝑛באינדוקציה כי לכל  נוכיח  < 𝑎𝑛. 

𝑛עבור   =  אכן   1

𝑎2 − 𝑎1 = 4 − 6 < 0 

𝑎𝑛+1עבורו   𝑛יהי   < 𝑎𝑛  צריך להוכיח כי ,𝑎𝑛+2 < 𝑎𝑛+1 

 , ונקבל כי צריך להוכיח כי בעזרת נוסחאת הנסיגהון שצריך להוכיח נפתח את שני צידי אי השיויו

√3𝑎𝑛+1 − 2 < √3𝑎𝑛 − 2 

 ם בריבועת שני הצדדינעלה א

3𝑎𝑛+1 − 2 < 3𝑎𝑛 − 2 

 ונקבל אי שיוויון שקול  3ונחלק ב 2−צם את  נצמ

𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛 

 לפי הנחת האינדוקציה.אבל זה מתקיים 

 

 



 . חסומה ולכן מתכנסת לגבול סופיולכן הסדרה מונוטונית יורדת והסדרה חסומה מלרע, סעיף קודם אנו יודעים כי  כעת, לפי

𝑎𝑛גבול הסדרה ב נסמן את  → 𝐿 ∈ ℝ. 

 נשאיף את שני צידי נוסחאת הנסיגה 

lim 𝑎𝑛+1 = lim√3𝑎𝑛 − 2 

𝐿 = √3𝐿 − 2 

 ולכן 

𝐿2 = 3𝐿 − 2 

 נות למשוואה הריבועית הםהפתרו

𝐿1,2 = 1,2 

 כיצד נדע מי מהם הוא הגבול?

𝑎𝑛מתקיים כי   𝑛נוכיח כי לכל   > 𝐿ולכן   2 ≥ 𝐿ולכן הגבול   2 =  נפסל. 1

 נעשה זאת באינדוקציה, בדומה מאד לסעיף א':

𝑛עבור   = 𝑎1נתון כי   1 = 6 > 𝑎𝑛עבורו   𝑛. יהי  2 > 𝑎𝑛+1אזי  2 = √3𝑎𝑛 − 2 > √3 ⋅ 2 − 2 = 2. 

𝑎𝑛סה"כ הוכחנו כי  → 2. 

,𝑎𝑛תהיינה סדרות   נק'( 36) .3 𝑏𝑛  כך ש𝑎𝑛 → 𝑏𝑛וכן   ∞ → 1. 

 הוכיחו את הטענות הבאות באמצעות הגדרת הגבול: 

𝑎𝑛 .א + 𝑏𝑛 → ∞. 

𝑀יהי   > 𝑛כך שלכל  𝑁צריך למצוא  0 > 𝑁   מתקיים כי𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 > 𝑀 . 

𝑏𝑛כיוון ש  → 𝑛כך שלכל   𝑁1קיים  1 > 𝑁1   0מתקיים כי < 𝑏𝑛 < 2 . 

𝑎𝑛כיוון ש  → 𝑛כך שלכל   𝑁2קיים   ∞ > 𝑁2   מתקיים כי𝑎𝑛 > 𝑀 

𝑁נבחר  = max⁡{𝑁1, 𝑁2}  ולכן לכל𝑛 > 𝑁 מתקיים כי 

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 > 𝑀 + 0 = 𝑀 



𝑎𝑛𝑏𝑛 .ב → ∞. 

𝑀יהי   > 𝑛כך שלכל  𝑁צריך למצוא  0 > 𝑁   מתקיים כי𝑎𝑛𝑏𝑛 > 𝑀 . 

𝑏𝑛כיוון ש  → 𝑛כך שלכל   𝑁1קיים   1 > 𝑁1   מתקיים כי
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𝑛לכל  לכן  > 𝑁1   מתקיים כי𝑎𝑛𝑏𝑛 >
1

2
𝑎𝑛  בהנחה ש(𝑎𝑛 >  ( , דבר שנוכיח בהמשך 0

לקבל כי ו מעוניינים אנ
1

2
𝑎𝑛 > 𝑀   ולכן נדרוש𝑎𝑛 > 2𝑀  ובפרט נקבל כי(𝑎𝑛 > 0) 

𝑎𝑛ש כיוון   → 𝑛כך שלכל   𝑁2, קיים ∞ > 𝑁2   מתקיים כי𝑎𝑛 > 2𝑀 . 

𝑁נבחר  = max{𝑁1, 𝑁2}  ולכן לכל𝑛 > 𝑁 מתקיים כי 

𝑎𝑛𝑏𝑛 > 2𝑀 ⋅
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