
  4תרגיל בית פתרון 
  1שאלה 
A,B ויהיו F מעל ו"מ V יהי V⊆ו קבוצות תת W מרחב, הוכח או הפרך את הטענות הבאות תת :  

Span(A  .א W B)=Span(A) Span(W) Span(B)∪ ∪ ∪ ∪. 
Span(A   .ב W B)=(Span(A)+Span(B)) W∪ ∪ ∪. 
Span(A  .ג W B)=Span(A)+Span(B)+W∪ ∪. 
Span(A  .ד W B)=A+B+W∪ ∪.  
  1שאלה  פתרון
  סעיף א
  לא נכון

  דוגמא נגדית:
2V = ℝ ,( ){ } ( ){ } ( ){ }1,1 , 2, 2 , ,0 :A B W t t R= = = ∈  

( )2Span(A W B)=R , 1,2 Span(A) Span(W) Span(B)∪ ∪ ∉ ∪ ∪.  

  סעיף ב
  לא נכון
  :נגדית דוגמא

2V = ℝ ,( ){ } ( ){ } ( ){ }1,1 , 2, 2 , ,0 :A B W t t R= = = ∈  

( )2Span(A W B)= , 1,2 (Span(A)+Span(B)) W∪ ∪ ∉ ∪ℝ.  

  ג סעיף
  נכון

  :הוכחה
Span(A) Span(A W B),Span(B) Span(A W B),W Span(A W B)⊆ ∪ ∪ ⊆ ∪ ∪ ⊆ ∪ ∪  

Span(Aמכיוון ש  W B)∪   נקבל ש Vתת מרחב של  ∪
Span(A W B) Span(A)+Span(B)+W∪ ∪ ⊇.  

vיהי  Span(A W B)∈ ∪ נקבל ש  ∪

1 1 2 2 3 3 1 2 3( ), ( ),v u u u u Span A u Span B u Wα α α= + + ∈ ∈   ונקבל את הדרוש. ∋

  סעיף ד
  לא נכון
  א, ב מתאימה גם לפה. הנגדית עבור סעיפים אהדוגמ

  
  

   2שאלה 
,3U={(z+z: נתון  z, -iRe(z)) | z }∈ ⊆ℂ ℂ 

3 של מרחב תת U האם  .א
ℂ 1 מעל כמ"ו. ℂ   2 .ℝ  

  .U עבור ומימד בסיס י/ומצא י/הוכח, כן אם        
  .נגדית גמאדו/י  ספק, לא אם        
,T={(1, 1+i, 2) תהיי  .ב (1-i, -1,-1- 2i), (i, -1, i)} 

  , ליניארית תלויה T האם ,Span(T)-ל שייך v=(1, -1+i, 0) האם/י בדוק
Span(T) ,Span(T של המימד מה {v})∪.  

i. מעל וקטורי כמרחב ℂ. 
ii. מעל וקטורי כמרחב ℝ. 

  2שאלה  פתרון



  סעיף א
3U={(z+z,z, -iRe(z)) | z }∈ ⊆ℂ ℂ  

biazעבור  azzנקבל ש  =+ aiziו  +=2 −=− )Re(  

) ולכן ){ }2 , , ,U a a bi ai a b= + − ∈ℝ.  

U מעל מרחב תת אינו ℂ ש מכיוון ( ) Uii ∈−+  אבל 1,2,

( ) ( ) ( ) Uiiiiii ∉+−+=−+⋅+ 1,2,22,1,21.  

3 של מרחב תת U ש נוכיח
ℂ מעל ℝ .0 עבור== ba ש נקבל ( ) U∈0,0,0.  

Uvvיהיו  ∈21 )ז"א  , ) ( )iaibaaviaibaav 2222211111 ,,2,,,2 −+=−+=.  

( ) ( ) ( )( ) Uiaaibbaaaavv ∈+−++++=+ 2121212121 ,,2.  

α ו ∋Uv יהי ∈ℝ .( )aibiaav −+= ,,2 ,( ) Uiaibaav ∈−+= ααααα ,,2.  

3 של הבסיס
ℂ מעל ℝ הוא ( ) ( ){ }0,,0,,1,2 iiB   .2 הוא וקטורי המרחב של המימד ולכן =−

  עיף בס
  .ℂ מעל וקטורי כמרחב תחילה נבדוק

  נדרג את המטריצה 
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ixנציב  ixxונקבל  3= +== 1,1 ), ולכן 12 )
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)ז"א  ) spanTi ∈+− 0,1,1  

)נבדוק האם הוקטורים תלויים ליניארית  )
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  קבוצה תלויה ליניארית. Tקיבלנו צירוף לא טראוייאלי שנותן את ווקטור האפס ולכן 
}נקבל ש  ∋SpanTvמהדירוג של המטריצה ומכיוון ש  }( )vTSpantSpanT ∪=  

  .2והמימד של המרחבים הווקטורים הוא 
  .ℝי מעל נבדוק כמרחב ווקטור

T={(1, 1+i, 2), (1-i, -1,-1- 2i), (i, -1, i)}  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2

3

1,1+i,2 1,1, 2 0,1,0

1 , 1, 1 2 1, 1, 1 1,0, 2

, 1, 0, 1,0 1,0,1

v i

v i i i

v i i i

= = +

= − − − − = − − + − −

= − = − +

  

  נדרג את המטריצה עבור החלק הממשי.

2 3 31 2 2 2
1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 1 1 0 2 3 0 2 3

0 1 0 0 1 0 0 0 3

R R RR R R + →− →
     
     − −     
     − −     

∼ ∼  



,T={(1, 1+i, 2)קבוצה בת"ל, ולכן  Tמהדירוג נקבל ש  (1-i, -1,-1- 2i), (i, -1, i)}  היא בסיס עבור
Span(T) 3מד הוא והמי.  

  .∋SpanTvנבדוק האם 

1נבדוק האם קיימים סקלרים  2 3, ,α α α  1כך ש 1 2 2 3 3v v v vα α α+ + =  

( ) ( )v=(1, -1+i, 0)= 1,-1,0 0,1,0i+.  

)עבור החלק המדומה נקבל שהצירוף היחיד שנותן  1הוא  0,1,0( 2 31, 0, 0α α α= = =.  

vמכיוון שלא נקבל שוויון במקרה הזה עבור החלק הממשי נקבל ש  SpanT∉ ולכן המימד של ,  

{ }( )Spant T v∪  4הוא.  

  3 שאלה
)יהיו  ){ } ( ){ }1 2 1 2 1 2 1 2, ,..., : ... ; , ,..., : ... 0n n n nU a a a a a a V a a a a a a= = = = = + + + כך ש  =

( )1 2, ,..., n
na a a ∈ℝ.  

U,הוכיחו ש  V מרחבים של-תת n
ℝ.  

  3שאלה  פתרון
nמרחב של -תת Vנוכיח ש 

ℝ.  

�0מכיוון ש  .1 0 ... 0 0
n times−

+ + + )נקבל ש  = )0,0,0,...,0 V∈  ולכןV φ≠.  

1יהיו  .2 2,v v V∈  ויהיα ∈ℝ. 

( )1 1 2 1, ,..., nv b b b v V= ⇐ 1כך ש  ∋ 2 ... 0nb b b+ + + =.  

( )2 1 2 2, ,..., nv c c c v V= ⇐ 1כך ש  ∋ 2 ... 0nc c c+ + + =.  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,..., , ,...,n n n nv v b b b c c c b c b c b cα α α α α+ = + = + + +  

( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2... ... ... 0 0 0n n n nb c b c b c b b b c c cα α α α α+ + + + + + = + + + + + + + = + ⋅ = ,

1ולכן  2v v Vα+ ∈.  

nמרחב של -תת Uח ש נוכי 
ℝ.  

�0מכיוון ש  .1 0 ... 0
n times−

= = )נקבל ש  = )0,0,0,...,0 V∈  ולכןV φ≠.  

1יהיו  .2 2,v v V∈  ויהיα ∈ℝ. 

( )1 1 2 1, ,..., nv b b b v V= ⇐ 1כך ש  ∋ 2 ... nb b b= = =.  

( )2 1 2 2, ,..., nv c c c v V= ⇐ 1כך ש  ∋ 2 ... nc c c= = =.  

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 1 2 2, ,..., , ,..., , ,...,n n n nv v b b b c c c b c b c b cα α α α α+ = + = + + +.  

1 2 ... nb b b= = = ,1 2 ... nc c c= =   ולכן  =

( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... n nb c b c b cα α α+ = + = = 1, ולכן + 2v v Vα+ ∈.  

  
  4שאלה 

nתהא  nA ×∈F ונגדיר ,{ }: :n n
AV B BA AB×= ∈ =F.  

nמרחב של -תת AVהוכח ש   .א n×
F.  

 סגור גם לכפל מטריצות. AVהוכח ש   .ב



  4שאלה  פתרון
  א.
1  .0 0 0A A⋅ = ⋅ 0ולכן  = AV∈  ז"אAV φ≠.  

1. נניח ש 2 2, AB B V∈  וα ∈F.  

2 2 2 1 1 1,A AB A AB B V B A AB B V= ⇐ ∈ = ⇐ ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2B B A B A B A B A B A AB AB AB A B A B Bα α α α α α+ = + = + = + = + = +

1ולכן   2 AB B Vα+ ∈.  

  ב.
,נניח ש  AB C V∈  ונוכיח שABC V∈.  

, , ABA AB CA AC B C V= = ⇐ ∈.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ABC V BC A B CA B AC BA C AB C A BC∈ ⇐ = = = = =.  

  5 שאלה
)נסמן:  ){ }0,, =++= γβαγβαU ו- ( ) ( ){ }( )3,1,0,3,2,1spanW =  

U   ,W   ,WUמצאו בסיס ומימד לתת מרחבים   +   ,WU ∩.  
  5שאלה  פתרון

  . Uנמצא בסיס ומימד ל 
0αיש למצוא את קבוצת הפתרונות של המשוואה  β γ+ + = .  

,β γ   0משתנים חופשים. נבחר, 1β γ= )ונקבל  = ,1נבחר  −1,0,1( 0β γ= )ונקבל  = )1,1,0−.  

)הוא  Uהבסיס של המרחב וקטורי  ) ( ){ }1,0,1 , 1,1,0B = −   .2והמימד הוא  −

  .Wנמצא בסיס ומימד ל 
)מכיוון שהוקטורים  )ו  0,1,3( )ל נקבל ש הם בת" 1,2,3( ) ( ){ }1,2,3 , 0,1,3B   .Wבסיס ל  =

  .2הוא  Wהמימד של 
  .U+Wנמצא בסיס ומימד ל 

3U ש מכיוון W+ ⊆ ℝ אז ( )dim 3U W+ ≤.  

3U ש נראה W+ = ℝ .הקבוצה  ( ) ( ) ( ){ }0,1,3 , 1,0,1 , 1,1,0 U W− − ⊆   .ל"בת +

)בנוסף  )dim 3U W+ ), ולכן ≥ )dim 3U W+ =.  

  קיבלנו קבוצה בת"ל שמספר איבריה שווה למימד של המרחב הוקטורי ולכן היא בסיס.
Uנמצא בסיס ומימד ל  W∩.  

  על פי משפט המימדים נקבל ש

( ) ( ) ( )dim dim dim dim dim 1U W U W U W U W+ = + − ∩ → ∩ =.  

  .Vוגם ל  Uנמצא וקטור ששיך גם ל 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

1 1 2

1 2 2

1 2 1

1 2 1 2

1,0,1 1,1,0 1,2,3 0,1,3

2

3 3

2, 3, 3, 1

α α β β

β α α

β β α

β β α

β β α α

− + − = +

= − −

+ =

+ =

= = − = − =

  

)ולכן הוקטור  )2,1, 3 U W− ∈ )מכיוון ש  ∩ )dim 1U W∩ )נקבל ש  = ){ }2,1, 3B = בסיס ל  −

U W∩.  



  6 שאלה
) -תת מרחבים מ U ,Wיהיו  )2 2M × ℝ:  
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U   ,W   ,WUמצאו בסיס ומימד לתת מרחבים   +   ,WU ∩.  
  

  6שאלה  פתרון
  וקטורי למרחב ומימד בסיס מציאתל שקול U וקטורי למרחב ומימד בסיס למצוא

( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1,0, 2 , 2,1,1,1 , 1, 1,0, 2 , 1,1, 3, 1span − − −  

1 2 2

1 3 3 2 3 3

3 4 41 4 4 2 4 4

2
2

3 24

1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2

2 1 1 1 0 1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3

1 1 0 2 0 2 0 0 0 0 2 6 0 0 2 6

1 3 1 1 0 4 1 3 0 0 3 9 0 0 0 0

R R R
R R R R R R

R R RR R R R R R

− →
− → − →

+ →− → − →

       
       − − −       
       − − −
       

− − − −       

∼ ∼   ולכן∽

1 1 0 1 0 0
, ,

0 2 1 3 2 6

      
      − −      

  .3הוא  U, והמימד של Uמהווה בסיס ל  

הקבוצה 
4 2 2 1

,
1 0 0 1

    
    −    

  .2הוא  Wוהמימד של  Wבת"ל ולכן בסיס עבור  

Uנמצא את  W∩   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 21,1,0, 2 0,1, 1,3 0,0,1, 3 4,2,1,0 2,1,0, 1α α α β β+ − + − = + −  

  ז"א יש למצוא פתרון למערכת
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2

1 4 4

1 2 3 1 2

1 1 2

1 2 1 2

2 3 1

1 2 3 2

2

1,1,0,2 0,1, 1,3 0,0,1, 3 4,2,1,0 2,1,0, 1

4 2 0

2 0

0

2 3 3 0

1 0 0 4 2 1 0 0 4 2

1 1 0 2 1 0 1 0 2 1

0 1 1 1 0 0 1 1 1 0

2 3 3 0 1 0 3 3 8 5

R R R
R R R

α α α β β

α β β

α α β β

α α β

α α α β

− →
− →

+ − + − = + −

− − =

+ − − =

− + − =

+ − + =

− − − −   
  − − − − −  
  − − − −
  

− − − −   

∼

2 3 3

3 4 42 4 4 33

1 0 0 4 2 1 0 0 4 2

0 1 0 2 1 0 1 0 2 1

0 0 1 1 1 0 0 1 1 1

0 0 3 2 2 0 0 0 5 5

R R R
R R RR R R

− →
− →− →






− − − −   
   − − − − − −   
   − − − − − −
   

− − −   

∼ ∼

  

2נבחר  1β 1ואז  = 3 2 11, 0, 1, 2β α α α= − = = = −.  

)קיבלנו שהוקטור בבסיס הוא  )2, 1, 1, 1− − − Uולכן הבסיס של המרחב וקטורי  − W∩  הוא

( ){ }2, 1, 1, 1− − −   .1והמימד הוא  −

  ממשפט המימדים נקבל ש

( )dim 4W U+ ) ולכן, = )2 2W U M ×+ = ℝ .של הסטנדרטי הבסיס את נבחר  ( )2 2M × ℝ.  

 



  7שאלה 
W,יהיו  U קטורי מרחבים של מרחב ו- תתV:הוכח .  
Uאם  W W U⊄ ∧ Uאז  ⊅ W∪ מרחב.-אינו תת  

  7שאלה  פתרון
Uנניח ש  W W U⊄ ∧ ⊄.  

W U⊄  ולכן\U W φ≠  יהי\u U W∈ .U W⊄  ולכן\W U φ≠  יהי\w W U∈.  
u\מכיוון ש  U W∈  אזu U W∈ w\ומכיוון ש  ∪ W U∈  אזw U W∈ ∪.  

uמספיק להראות ש  w U W+ ∉   ונראה סתירה למוגדרות במרחבים וקטורים. ∪
uנניח בשלילה ש  w U W+ ∈ uז"א  ∪ w U+ uאו  ∋ w W+ ∈.  
uנניח ב.ה.ג.כ ש  w U+ u. מכיוון ש ∋ U∈  וU  מרחב וקטורי קיים לu  איבר נגדיu U− ∈.  

( ) ( )u u w u u w w U− + + = − + + =   .Uוקיבלנו סתירה למוגדרות במרחב וקטורי  ∌

  8 שאלה
)ה הקבוצ aעבור אילו ערכים של  ) ( ) ( ){ }aaaaaaaaaa 22,,2,1,,,1,, 222 3מהווה בסיס ל  −−+−

ℝ.  
  8שאלה  פתרון
) ש מכיוון )3dim 3=ℝשל ערכים לאילו לבדוק יש a ל"בת הקבוצה.  

1 2 2

2 3 3 2 3 32
2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1

1 0 0

2 2 2 0 0 0 0

R R R
R R R R R R

a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

− →
− → − →

− − −     
     − − − + − − +     
     + − − − +     

∼ ∼  

,1רק כאשר  0a a= ,0כאשר  הקבוצה תלוייה ליניארית, ולכן הקבוצה בת"ל = 1a a≠ ≠.  

,0ז"א כאשר  1a a≠   .3Rהקבוצה מהווה בסיס ל  ≠
  9 שאלה

}נתונה הקבוצה  } ( ) ( ){ }1,1,1,1,0,1, 21 =vv.  

43מצאו וקטורים   .א ,vv שאינם תלויים ליניארית, כך ש- { } { }32114212 ,,,,, vvvBvvvB הם  ==

3בסיסים ל 
ℝ. 

)מצאו את הקואורדינטות של הווקטור   .ב )1,1,2=v .לפי שני הבסיסים השונים 
  9שאלה  פתרון
  סעיף א

3יש למצוא שני וקטורים  4,v v  בת"ל כך ש{ }1 2 3, ,v v v  בת"ל וכן{ }1 2 4, ,v v v בת"ל  

( ) ( )3 41,0,0 , 0,0,1v v=   בת"ל. =

  נשים לב שהפתרון היחיד של המשוואה

( ) ( ) ( ) ( )1 2 31,0,0 1,0,1 1,1,1 0,0,0α α α+ + =  

  הוא הפתרון הטרוויאלי.
  בנוסף הפתרון היחיד של המשוואה

( ) ( ) ( ) ( )1 2 30,0,1 1,0,1 1,1,1 0,0,0α α α+ + =  

  הוא הפתרון הטרויאלי.
}ולכן הקבוצות }1 2 3, ,v v v ,{ }1 2 4, ,v v v  3בסיסים שלR .וקיבלנו את הדרוש  

  סעיף ב
( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

1 2 3

2,1,1 1,0,1 1,1,1 1,0,0

0, 1, 1

α α α

α α α

= + +

= = =
  



[ ] ( )
1

0,1,1
B

v =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

1 2 3

2,1,1 1,0,1 1,1,1 0,0,1

1, 1, 1

α α α

α α α

= + +

= = = −
  

[ ] ( )
2

1,1, 1
B

v = −  

  01 שאלה
  הוכיחו או הפריכו:

U,נתון   .א W  4תת מרחבים של
ℝ ,( )dim 2U = ,( )dim 3W = ,U W⊄.  

) אז       )dim 1U W∩ =.  

)אם   .ב ) ( ) ( ){ }1,1,0,0 , 2,3,1,1 , 2, 4,2, 2U span=  אז קיים תת מרחבW  כך ש

( )dim 2W }ו ≤ }0U W∩ =. 

  01שאלה  פתרון
  א סעיף
  הוכחה

( )4 dim 4U W U W+ ⊆ → + ≤ℝ  

  ש נקבל המימדים משפט פי על
( ) ( ) ( ) ( ) 1dimdim54dimdimdimdim ≥∩→∩−≥→∩−+=+ WUWUWUWUWUבנ

) וסף ) 2dim ≤∩→⊆∩ WUUWU.  
  :אפשרויות שתי כ"סה קיבלנו
): 1 אפשרות ) 2dim =∩WU ש נקבל ואז ( ) UWUUWU dimdim  א"ז ∩⊇∧∩=

UWU WU ולכן, ∩= WU ש לנתון בסתירה ⊇ ⊄.  
  .נכונה בהכרח השנייה האפשרות ולכן
  ב סעיף

  
  : U  וקטורי המרחב של המימד מה נבדוק
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( ) ( ){ }1,0,0,0,0,1,0,0spanW   .השאלה תנאי את מקיים =
 


