
 5פתרון תרגיל 
 

 1שאלה 
 

1 נורמלית לכן 1H: הוכחה. הטענה נכונה .א 2 2 1H H H H= . ח "בהינתן ת(לפי משפט שהוכח בהרצאה

1 2,H H , 1הקבוצה 2H H1ם "ח אמ" היא ת 2 2 1H H H H= (1 כי נקבל 2H H  חבורה-תתאכן. 

1 .ב 2H Hאם : אפשר לקחת דוגמא טריוואלית.  לא בהכרח נורמלית( , , )G e⋅ היא חבורה לא אבלית שיש לה 

למשל (חבורה לא נורמלית -תת
n

G S= 2 עבורn 1נקח , )< { }H e=)  1ברור כיH2-ו)  נורמליתHתת -

2למשל  (Gנורמלית כלשהי של -חבורה לא (12)H =< 1אז . )< 2 2H H H=נורמליתחבורה לא- היא תת . 

ח הנורמלית " הת  עם9Dאפשר למשל להסתכל על , אם רוצים דוגמא לא טריוואלית(
3 6

1 { , , }H id σ σ= 2ח " והת   { , }H id τ=   .

מכפלתם היא 
3 6{ , , , , , }id σ σ τ τ τσ3 6    σ 1- נורמלית ו1Hהעובדות כי  . והיא לא נורמלית  2H H לא נורמלית נובעות ישירות 

החבורות הנורמליות של -מהאפיון של תת
n

D עבור nי "ח הציקליות הנוצרות ע"הן בדיוק הת: זוגי- אי
mσ עבור m n< :

3

1H σ=< 1-וברור ש,  ולכן נורמלית< 2H Hשום חזקה של י" לא נוצרת ע σ ,לכן לא נורמלית.( 

1נתון : הוכחה. הטענה נכונה .ג 2,H G H G � 1צריך למצוא כי , � 2H H G� .שים לב כי לפי סעיף א '

1 2H H G≤1- ולכן נשאר רק להראות ש 2H H1יהיו .  נורמלית 2h H H∈ ,g G∈ .ל כי "צ
1

1 2ghg H H
− 1-כיוון ש. ∋ 2h H H∈1ם  קיימי 1 2 2,h H h H∈ 1- כך ש∋  2h h h= .1-כיוון שH נורמלית 

1נקבל 

1 1gh g H
− 1 נורמלית נקבל 2H- וכיוון ש∋

2 2gh g H
− לכן . ∋

1 1 1

1 2 1 2 1 2( )( )gh g gh g gh h g h H H
− − −= =  .שרצינו להראות כפי ∋

1נתון : הוכחה. הטענה נכונה .ד 2,H G H G � 1צריך למצוא כי , � 2H H G∩ אנחנו כבר יודעים . �

1כלומר , ח"ח הוא ת"שחיתוך של ת 2H H G∩ 1 ונשאר רק למצוא כי ≥ 2H H∩יהיו .  נורמלית

1 2h H H∈ ∩ ,g G∈ .1ל כי "צ

1 2ghg H H
− ∈ ∩ .1 2h H H∈ 1h לכן ∩ H∈1- וכיוון שH 

1נורמלית נקבל 

1ghg H
− 1 נקבל 2Hבאותו האופן מהנורמליות של . ∋

2ghg H
− כ "לכן סה. ∋

1

1 2ghg H H
− ∈  . כדרוש∩

 
 

 2שאלה 
 

H,  חבורהGתהי  .א G≤ ,g G∈ . 1נגדיר העתקה: H gHgϕ )1י " ע→− )h ghgϕ  ϕנראה כי . =−

1בהינתן : הומומורפיזם 2,h h H∈ 1 מתקיים 1 1

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )h h gh h g gh g gh g h hϕ ϕ ϕ− − −= = = 

1אם : ע" חחϕנראה כי . כדרוש 2( ) ( )h hϕ ϕ= 1 אז 1

1 2gh g gh g
− בורה ניתן לצמצם לכן נקבל בח. =−

1 2h h=נראה כי .  כדרושϕ1יהי :  עלy gHg h כלומר יש ∋− H∈1- כך שy ghg מתקיים . =−
1( )h ghg yϕ −=  . כדרוש=

gלכל . n יחידה מסדר Hח " חבורה עם תGתהי  .ב G∈ 1 מתקיים כיgHg לפי סעיף  (H- איזומורפית ל−

1gHg-כלומר ל. בפרט יש להן אותו מספר איברים, )'א 1gHg ולכן n יש סדר − H− g לכל = G∈ ,

 .ל"מש

 
 
 
 
 



 3שאלה 
 

1gיהי  .א G∈ . נניח כי הסדר שלg הוא n , בפרט מתקייםng e= .ϕ הומומורפיזם לכן 

( ) ( ) ( )n ng g e eϕ ϕ ϕ= = )קיבלנו . = )ng eϕ  הוא כפולה של n- וכפי שראינו בכיתה זה אומר ש=

)הסדר של  )gϕ ,שזה מה שרצינו להוכיח. 

2יהי  .ב 2g G∈ איבר מסדר n .ϕ1 לכן יש   על 1g G∈1- כך ש 2( )g gϕ = .ϕף  הומומורפיזם לכן לפי סעי

|1נניח , n הוא כפולה של 1gהסדר של ' א |g nm= עבור m∈� . 1נקבל כי 1( )m n mn
g g e= כלומר , =

1יש איבר 

m
g g= שמקיים ng e=וכדי להראות שהסדר שלו הוא אכן nנשאר להראות שה -n הוא 

tנניח בשלילה כי יש . מינימאלי n<כך ש -tg e= 1 כלומר( )m t
g e= 1 לכן

mt
g e= בסתירה 

 .nלמינימאליות של 

1hכלומר לכל , 1H יוצר של 1hיהי  .ג H∈ יש n∈1- כך ש�

n
h h= .כיוון ש-ϕ הומומורפיזם התמונה של 

ϕ 1 היא 1 1{ ( ) : } { ( ) : } { ( ) : }n n
h h H h n h nϕ ϕ ϕ  ∈ =   ∈ =   ∈� )1לכן אם . � )hϕ 2 לא היה יוצר אתH  

 . עלϕ- בסתירה לכך ש2H-התמונה היתה מוכלת ממש ב

 
 4שאלה 

 

1ijk-נתחיל מ. נקח דוגמא: כדי להשלים את לוח הכפל, ראשית = 2iנקבל . i-ל משמאל ב ונכפו− jk i= - וכיוון ש−
2 1i = jk קיבלנו − i− = jkמר  כלו− i= .לוח הכפל המתקבל הוא.  שאר המכפלות דומה אפשר למצוא אתבאופן: 

 
 :כעת לפתרון השאלה עצמה

ידי -ח ציקלית נוצרת על" ת, {iידי -ח ציקלית נוצרת על" ת{:  4חבורות מסדר - תת3 יש -ב: ב+א

j} ,ידי -ח ציקלית נוצרת על" תk. 

ח בעלת "לפי הטענה שכל ת( ולכן כל אחת מהן היא נורמלית  :האינדקס של כל אחת מהן הוא

 .) היא נורמלית2אינדקס 
 :-1,1ח זו היא גם המרכז של חבורת הקואטרניונים כיוון שמתקיים רק עבור "ת. {1-,1}: 2ח אחת מסדר "יש ת

 .ולכן נורמלית,  לכל  

 . הטריוויאלית שהן תמיד נורמליותהחבורות-כמובן שיש גם את שתי תת
  ?Q8-חבורות ב-למה אין עוד תת
ח של חבורת הקואטרניונים היא " כל ת -וכיוון ש,  מחלק את סדר החבורהח"סדר כל ת' לפי משפט לגרנז

 האיבר האחד הוא 2ח מסדר " בת-2מסדר ). זה נכון לכל חבורה(ח היחידה " הת{1}ור כי  בר1מסדר . 4 או 1,2מסדר  

 בחבורת הקואטרניונים לכן אין 2הוא האיבר היחיד מסדר ) -1(- ו2 ולכן השני חייב להיות איבר מסדר 1 - הניטרלי
ח זו "אז ת ). k או jובאופן סימטרי זה יהיה נכון גם אם נקח את  (iאת  ניקח למשל - 4מסדר . - ב2ח מסדר "עוד ת

ח היא " זאת אומרת שהת{ ח זו מכילה את "לכן ת,  כדי שתהיה סגירות לפעולהiחייבת להכיל את כל חזקות 

 .ח ממש גדולה יותר שמכילה אותה"אין ת' אבל לפי לגרנז, 4לפחות מסדר 



}3 רק 4D-ולעומת זאת ב, 4חבורות מסדר - תת3 יש 8Q- קיבלנו כי בלפי הסעיף הקודם: ג , , , }id σ σ σ2   ח " היא ת

  .4D- אינה איזומורפית ל8Qלכן . 4מסדר 

 
 5שאלה 

 
 . אלו הינם הומומורפיזמים היא פשוטההבדיקה שמיפויים

 .לא על, ע"לא חח) ג( .לא על, ע"כן חח) ב( .כן על, ע"לא חח) א(
 

 6שאלה 
 

}5נסמן  .א : (2) 2}H Sσ σ= ∈ a,יהיו : נבדוק סגירות. =   b H∈ ,ל "צab H∈ . (2)אך 2a = ,

(2) 2b (2)לכן , = ( (2)) (2) 2ab a b a= = abולכן , = H∈ .(2)ברור שאם : הופכי 2a  אז ההעתקה =

1ההפוכה 
a
1 גם מקיימת − (2) 2a− aלכן לכל , = H∈1תקיים  מ

a H
− ∈. 

h(34)נבחר למשל . 5Sחבורה נורמלית של - לא תתH .ב H= g(23)-ו, ∋ 1ghgנבדוק למה שווה . = − :

(23)(34)(23) מצאנו זוג איברים כלומר . H-א איבר בוזה ל (24)קיבלנו שהתוצאה היא  .=(24)

,g G h H∈ 1ghg עבורם ∋  H−  . לא נורמליתH ולכן /∋

 
 7שאלה 

 

, ראשית(
n

n

G G=∪יהיו . נבדוק למשל סגירות:  חבורה,a b G∈ .a G∈ לכן קיים n∈כך ש� -
n

a G∈ . כמו כןb G∈ לכן קיים 

m∈כך ש� -
m

b G∈ . עבורmax( , )s n m= נקבל כי ,
s

a b G∈ ,וכיוון ש-
s

G חבורה מתקיימת בה סגירות כלומר 
s

ab G∈ לכן 

ab G∈ .בורהבאופן דומה מוכיחים את שאר התכונות של ח.( 

 
Nתהי  .ח נורמליות לא טריוואליות" פשוטה כלומר שאין לה תGצריך להראות כי : כעת לשאלה עצמה G� , נראה

 מתקיים, ראשית . טריוואליתNכי 
n n

N G G∩  N-ו, Gח של " תH,  חבורהGלפי כך שאם  (�∋n לכל �

Nאז , Gח נורמלית של "ת H∩ח נורמלית של " תH(.כיוון ש -
n

Gעבור כל ,  פשוטותn האופציות היחידות הן 

{ }
n

N G e∩  או =
n n

N G G∩ =. 

 : מקרים2-נחלק ל

 עבורו �∋iקיים ) 1
i i

N G G∩ kכלומר לכל .  להיות המינימאלי המקיים זאתiנבחר את . = i< מתקיים 

{ }
i

N G e∩ kולכל , = i≥ מתקיים 
k

N G≤) הסבר :
i i

N G G∩  לכן =
i

N G≤ . כמו כן
i k

G G≤ לכל k i> 

ולכן 
k

N G≤ .(אז קיבלנו: 
1

1

( ) ( ) ( ) ( ) { }
i

n n k k k k

n n k k i k i k i

N N G N G N G N G N G e G G G
− ∞ ∞ ∞

= = = =

= ∩ = ∩ = ∩ = ∩ ∪ ∩ = ∪ = =∪ ∪ ∪ ∪ ∪ ∪ 

Nכלומר  G= היא טריוואלית. 

עבורו  �∋i לא קיים) 2
i i

N G G∩ }כלומר , = }
i

N G e∩ אבל אז . �∋i לכל =

( ) ( ) { } { }
n n

n n n

N N G N G N G e e= ∩ = ∩ = ∩ = =∪ ∪ } כלומר ∪ }N e= היא טריוואלית. 

 


