
  1שיעור 
  

  פונקציה –הגדרה 
D,יהיו  B  שתי קבוצות של מספרים ממשיים. פונקציהf  מן הקבוצהD  לקבוצהB  הנה התאמה לכל

  .Bב  y, מספר יחיד Dב  xמספר 
  .fנקראת הטווח של הפונקציה  B, והקבוצה fנקראת תחום של הפונקציה  Dהקבוצה 
  דוגמא

( ) 1f x x= }במקרה זה התחום של הפונקציה  − }1D x= ≤.  

  סימון
f:נסמן ע"י  Bוהטווח שלה הוא  Dשהתחום שלה הוא  fפונקציה  D B→ בד"כ ,B = ℝ.  

)ℝ  - .(קבוצת כל המספרים הממשיים  
  

  הזזת פונקציה
  לכל פונקציה ניתן תיאור גרפי

)גרף הפונקציה  ) ( )g x f x a c= + )הוא גרף הפונקציה  + )f x  לאחר הזזה שלa  צעדים" ימינה אם"

0a 0a"צעדים" שמאלה אם  aאו  > 0c"צעדים" למטה אם  cו   < "צעדים" למעלה אם  cאו  >

0c >.  
  דוגמא

( ) 2f x x=  

  
)נשים לב שאם נזיז את הגרף של הפונקציה  ) 2f x x=  צעד" אחד שמאלה נקבל את הגרף של הפונקציה"

( ) ( ) ( )2
1 1g x f x x= + = +   

  
)ואם נזיז את הגרף של הפונקציה  ) 2f x x=  צעד" אחד למעלה נקבל את הגרף של הפונקציה"

( ) ( ) 21 1g x f x x= + = +.  

  



  
  

  אי זוגית\פונקציה זוגית
)נאמר ש  )f x  היא פונקציה זוגית אם לכלx∈ℝ )∈-  (שייך( ) ( )f x f x= −.  

)ר ש נאמ  )f x  היא פונקציה אי זוגית אם לכלx∈ℝ ( ) ( )f x f x− = −.  

  
  משמעות גיאומטרית

  ופונקציה אי זוגית סימטרית ביחס לראשית הצירים. yפונקציה זוגית סימטרית ביחס לציר 
  דוגמאות

1 .( ) 22 3f x x=   היא פונקציה זוגית. +

  
  
2 .( )f x x= .היא פונקציה אי זוגית  

  
3 .( ) ( )2

1f x x=   לא זוגית ולא אי זוגית. +

4 .( ) 0f x   זוגית ואי זוגית. =

  הערה
  זוגית באופן הבא: כל פונקציה ניתן לרשום כסכום של פונקציה זוגית ואי

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

f x f x f x f x
f x

+ − − −
= +  

  תרגיל
  מצא את תחום ההגדרה של הפונקציות הבאות:



1 .( ) 3

2 18

x
f x

x

+
=

−
 2 .( )

2

1

4
f x

x
=

−
  3 .( ) 1

cos
f x

x
=.  

  הגדרת הגבול על פי קושי
)תהיי  )f x 0ת בסביבה מסוימת של הנקודה פונקציה המוגדרx x= 0, פרט אולי לנקודהx  עצמה, מספר

)נקרא גבול של  Lממשי  )f x  כאשרx  0שואף לx ( )0x x≠ נסמן) .( )
0

lim
x x

f x L
→

) אם לכל מספר =

0ממשי  ε<  0קיים δ<  כך שלכלx  00המקיים x x δ< − )מתקיים  > )f x L ε− <.  

  דוגמא

לפי הגדרת קושי ש הראה 
1

1 1
lim

1 2x x→
=

+
.  

  פתרון

0יהי  ε<  נתון. אזי( )
1 1 11 1

1 2 2 1 2 1 2 2 1 2

x x x
f x L

x x x x

− − −
− = − = = ≤

+ − − − + − − −
.  

0כלומר, צריך למצוא  δ<  כך שיתקיים
1

2 1 2

x

x
ε

−
≤

− −
0המקיים  xלכל   1x δ< − <.  

1aנסמן  x= ואז נקבל  −
2 2

a

a
ε≤

−
0. בכל מקרה נבחר  2δ< ואז  >

4 2 2 2

a a

a a
ε= ≤

− −
נפתור 

את האי שוויון ונקבל שעבור 
4

1 2

ε
δ

ε
≤

+
מתקיים  

1

2 1 2

x

x
ε

−
≤

− −
0המקיים  xלכל   1x δ< − < 

  כדרוש.
  הגדרת הגבול של פונקציה לפי היינה

)תהיי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מסוימת של הנקודהx x= 0, פרט אולי לנקודהx  :עצמה, כלומר

0קיים  δ<  כך ש( )f x  מוגדרת בכל נקודה של הקטע( )0 0,x xδ δ− עצמה.  0x, חוץ אולי מהנקודה +

)בתוך הקטע  )0 0,x xδ δ− }. תהי 0xסות לגבול קיימות סדרות שונות של נקודות המתכנ + } 1n n
x

∞

=
סדרה  

0nxנתונה שמוכלת בקטע הנתון,  x≠ 0, ושמתכנסת לגבולx אם נפעיל את הפונקציה .( )f x  על כל אחד

)מספרים חדשה מאיברי הסדרה נקבל סדרת  ){ }
1n n

f x
∞

=
)ייקרא הגבול של  L. מספר ממשי  )f x  כאשר

x  0שואף לx ( )0x x≠ אם לכל סדרה .{ } 1n n
x

∞

=
0nxוש  0xשמתכנסת לגבול   x≠  הסדרה( ){ }

1n n
f x

∞

=
 

  . Lמתכנסת לגבול 
  הערה

בד"כ נשתמש בהגדרה על פי היינה כדי לשלול את קיום הגבול. פשוט נמצא שתי סדרות שונות שמתכנסות 

)אבל לכל סדרה נקבל שהגבול של הסדרה  0xלגבול  ){ }
1n n

f x
∞

=
  שונה. 

  דוגמא

)הראה שלפונקציה  ) 1
sin

2
f x

x
=

−
2xאין גבול בנקודה   =.  

  פתרון

  -  1ניקח שתי סדרות: סדרה 
1

2nx
nπ

=  -  2, סדרה +
2

2
4ny

nπ π
= +

+
.  



limנשים לב ש  lim 2n n
n n

x y
→∞ →∞

= =.  

  נקבל  1מסדרה 

 ( ){ } ( )
1

1
lim limsin limsin 0

1
2 2

n nn n n
f x n

n

π

π

∞

=→∞ →∞ →∞
= = =

+ −
    

  נקבל 2מסדרה 

( ){ }
1

1
lim limsin limsin 2 1

2 22 2
4

n nn n n
f y n

n

π
π

π π

∞

=→∞ →∞ →∞

 = = + = 
 + −

+

.  

  הערה
  בד"כ לא נשתמש ישירות בהגדרות כדי לחשב גבול של פונקציה אלא נשתמש במשפטים.

  כללי אריתמטיקה
)אם  ) ( )

0 0

lim , lim
x x x x

g x M f x L
→ →

= =  

  אז

1 .( ) ( )
0

lim
x x

f x g x L M
→

± = ±  .  

)מתקיים  α. עבור מספר ממשי 2 )
0

lim
x x

f x Lα α
→

⋅ = ⋅  .  

3 .( ) ( )
0

lim
x x

f x g x L M
→

⋅ = ⋅  .  

0M. אם 4 אז  ≠
( )
( )0

lim
x x

f x L

g x M→

 
= 

 
.  

  ל של פונקציהשיטות לחישוב גבו

 - גבולות חשובים
0

sin 1
lim 1, lim 1

x

x x

x
e

x x→ →∞

 = + = 
 

.  

  1שיטה 
)אם  )g x  פונקציה חסומה ו( )

0

lim 0
x x

f x
→

)אז  = ) ( )
0

lim 0
x x

f x g x
→

=.  

  דוגמא

1. 

2
2

0 0

1
sin 1

lim lim sin 0
sin sinx x

x xx
x x x→ →

= =.  

  2שיטה 

גבול מן הצורה 
∞
∞

נקבל ש  1משיטה  - 
1

lim lim 0
x x

a
a

x x→∞ →∞
= ⋅ =.  

  דוגמא
3

3 3 3

3 23 2

3

1 1
11

lim lim lim 3
23 23 2 3

x x x

x
x x x

x xx x
xx

→∞ →∞ →∞

+
++

= = =
−− −

.  

  3שיטה 



גבול מהצורה 
0

0
  בד"כ ניתן לצמצם ואז להציב את המספר הדרוש. - 

  דוגמא
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2

23 3 3

2 3 25 6 1
lim lim lim

4 3 1 3 1 2x x x

x x xx x

x x x x x→ → →

− − −− +
= = =

− + − − −
  

  4שיטה 

ורש ומתקיים גבול מהצורה הכפלה בביטוי הצמוד. שימושי בד"כ שמופיע ש
0

0
  .∞−∞או  

  דוגמאות

1 .
0 0 0 0

4 2 4 2 4 2 1 1
lim lim lim lim

44 2 4 2 4 2x x x x

x x x x

x x x x x x→ → → →

+ − + − + +
= ⋅ = = =

+ + + + + +
.  

2 .

( ) ( )( )
( ) ( )

( )

2 2
2 2

2

2 2

22

2

1 1 1
lim 1 lim lim

1 1

1 1
11 1

lim lim lim
21 111 1 1

x x x

x x x

x x x x x x x x x
x x x

x x x x x x

x
x x x

x x xx x x
x xx

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ + − + + − + + −
+ + − = = =

+ + + + + +

+
++

= = =
+ + ++ + + + + +

  

  5שיטה 

בד"כ משתמשים בגבול  - ∞1גבול מהצורה 
1

lim 1
x

x
e

x→∞

 + = 
 

.  

  אדוגמ
2 1

2 2
1 1 1

1
2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 1
lim lim lim 1 lim 1

22 2 2
2

x

x x x

x x x x

x x x
e

x

⋅
−

− − −

→ → → →

 
 + − −     = = + = + =      

       
− 

  

  משפט (כלל הסנדביץ)
)יהיו  ) ( ) ( ), ,f x g x h x  0שלושה פונקציות המוגדרות בסביבה מסוימת של הנקודהx x= פרט אולי ,

)זו מתקיים בסביבה  xעצמה. נניח כי לכל  0xלנקודה  ) ( ) ( )f x g x h x≤ , ונניח כי קיימים הגבולות ≥

( ) ( )
0 0

lim lim
x x x x

A f x h x
→ →

= )אזי  = )
0

lim
x x

g x A
→

=.   

  

נוכיח ש 
0

sin
lim 1
x

x

x→
=.  

  נתבונן במעגל היחידה

  
CABנסמן  x=∢ ולכן  1. רדיוס המעגל הואtan 1x BC AB= ⇐ ואז שטח המשולש  =

1
tan

2
ABC x= שטח הגזרה שבתוך המשולש .ABC  1הוא

2 2

x x
π

π
⋅ ⋅ =.  



עם המעגל) הוא  ACנקודת החיתוך של  E(כאשר  AEBשטח המשולש 
1

sin
2

x.  

סה"כ נקבל ש 
1 sin sin

1
cos 2 2 2cos

x x x
x

x x
≤ ≤ ⇐ ≤ מכיוון ש  ≥

0

1
lim 1

cosx x→
נקבל ממשפט הסנדביץ  =

  את הדרוש.
  

  דוגמא

)נתון כי  )
1

lim
x

f x
→

= 0וכי לכל  ∞ 2x< )מתקיים  > ) ( ) 3f x g x− . הוכח כי >
( )
( )1

lim 1
x

g x

f x→
=.  

  פתרון
)נשים לב ש  ) ( ) ( )3 3f x g x f x− < < 0עבור  + 2x< 1xז"א קיימת סביבה לנקודה  > שעבורה  =

מתקיים 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

3 3f x g x f x

f x f x f x

− +
< ). מכיוון ש > )

1
lim
x

f x
→

= נקבל  ∞
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1

1 1

3 3
lim lim 1 1

3 3
lim lim 1 1

x x

x x

f x

f x f x

f x

f x f x

→ →

→ →

 −
= − =  

 

 +
= + =  

 

 

)וממשפט הסנדביץ נקבל  )
1

lim 1
x

g x
→

=.  

  גבולות חד צדדיים
  1הגדרה 

)תהיי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה ימנית של הנקודהx x= 0, פרט אולי לנקודהx מספר עצמה ,

)נקרא הגבול הימני של  Lממשי  )f x  כאשרx  0שואף לx  מצד ימין( )0x x> נסמן) .

( )
0

lim
x x

f x L
+→

0) אם לכל מספר ממשי = ε<  0קיים δ<  כך שלכלx  00המקיים x x δ< − < 

)מתקיים  )f x L ε− <.  

  2הגדרה 
)תהיי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה שמאלית של הנקודהx x= 0, פרט אולי לנקודהx  עצמה, מספר

)נקרא הגבול השמאלי של  Lממשי  )f x  כאשרx  0שואף לx  מצד שמאל( )0x x<) . נסמן

( )
0

lim
x x

f x L
−→

0) אם לכל מספר ממשי = ε<  0קיים δ<  כך שלכלx  00המקיים x x δ< − < 

)מתקיים  )f x L ε− <.  

  תרגיל

)י של חשב את הגבול הימני והגבול השמאל ) 1
6

3

5 4x

f x
−

=

+

6xבנקודה   =.  

  פתרון

16
6

3
lim 0

5 4
x

x
+→

−

=

+

וזאת מכיוון ש  
1

6

6
lim 4 x

x +

−

→
= ∞.  

16
6

3 3
lim

5
5 4

x
x

−→
−

=

+

וזאת מכיוון ש  
1

6

6
lim 4 0x

x −

−

→
=.  

  הערה
  נה קיימים ושונים, אזי לא קיים הגבול של הפונקציה באותה נקודה.צדדיים בנקודה נתו –אם הגבולות החד 



  תרגיל

תהיי     
4

4

4

x

x

x

>

=

<

        ( )
2

2

2

3 2

ax

f x

x a

 −


= −
 +

)כמו כן קיים    )
4

lim
x

f x
→

  ? מהו הגבול?a. מהו 

  פתרון
)נתון שהגבול  )

4
lim
x

f x
→

)קיים ולכן   ) ( )
4 4

lim lim
x x

f x f x
+ −→ →

4ז"א  = 2 48 2 25a a a− = + ⇒ והגבול  =

  .98הוא 
  תרגיל

הוכח כי לא קיים הגבול 
0

lim
x

x

x→
.  

 פתרון

נשים לב ש 
0

lim 1
x

x

x+→
אבל  =

0
lim 1
x

x

x−→
= −.  

  רציפות של פונקציה
  ההגדר
)תהיי  )f x  0פונקציה המוגדרת בסביבה מסוימת של הנקודהx x= נאמר כי .( )f x  רציפה בנקודה

0x x= :אם מתמלאים שני התנאים  

)קיים הגבול  .א )
0

lim
x x

f x
→

.  

) .ב ) ( )
0

0lim
x x

f x f x
→

=. 

  תרגיל

נתונה הפונקציה   
0

0

0

x

x

x

>

=

<

            
( )

( )sin

3

3

a b x

x
f x

x a

x b

+



= 
 +


−

a,מצא את הערכים   b  שעבורם הפונקציה( )f x 

  רציפה.
  פתרון

)כדי שהפונקציה  )f x יפה צריך להתקיים תהייה רצ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
+ −→ →

= ומכיוון ש  =

( )0 3f )צריך להתקיים  = ) ( )
0 0

lim lim 3
x x

f x f x
+ −→ →

= ז"א  =
3

3

a b

a

b

+ =


− =

  

,4.5ואז  1.5a b= = −.  
  משפט ערך הביניים

]רציפה ב  fתהא  ],a b  ונניח ש ,( ) ( )0, 0f a f b< a(או להפך) אז קיימת נקודה  < c b< כך ש  >

( ) 0f c =.  

  תרגיל
]תהיינה  ] [ ], : , ,f g a b a b→  פונקציות רציפות. הוכח כי אםg נקודה  היא על, אז קיימת[ ],c a b∈  כך

)ש  ) ( )f c g c=.  

  פתרון



)נגדיר את הפונקציה  ) ( ) ( )h x g x f x= f,. נתון כי − g  הן פונקציות רציפות בקטע[ ],a b  ולכן גםh 

] רציפה בקטע ],a b.(הפרש של פונקציות רציפות) .  

]היא על  gנתון כי  ],a b  ולכן קיים[ ],ax a b∈  כך ש( )ag x a=.  

]היא על  gנתון כי  ],a b  ולכן קיים[ ],bx a b∈  כך ש( )bg x b=.  

aנניח ב.ה.ג.כ. ש  bx x< מכאן ש .  

( ) ( ) ( ) ( ) 0a a a ah x g x f x a f x= − = − ≤.  

( ) ( ) ( ) ( ) 0b b b bh x g x f x b f x= − = − ≥.  

h  פונקציה רציפה עבור[ ],a b  ובפרט רציפה עבור[ ],a bx x  ולכן על פי משפט ערך הביניים קיימת נקודה

a bx c x≤ )כך ש  ≥ ) 0h c =.  

  מיון נקודות אי רציפות
  נקודת אי רציפות סליקה

  לפני שנגדיר נקודת אי רציפות סליקה נתחיל בדוגמא.

)נתבונן בגרף של הפונקציה  ) 2f x x=  ובגרף של הפונקציה( )
22 2

1

x x
f x

x

−
=

−
.  

  
)נשים לב שהפונקציות זהות לחלוטין למעט נקודה אחת  )1,2.  

)אם נוסיף את הנקודה    היא הגרף הימני.לגרף השמאלי נקבל פונקציה רציפה ש 1,2(

)נקודה    .תממחישה את ההגדרה של נקודת אי רציפות סליקה. כעת נעבור להגדרה הפורמאלי 1,2(

  הגדרה
)(במובן הצר) קיימים ושווים אבל הגבול שונה מ  0xאם הגבולות החד צדדיים ב  )0f x  או ש( )f x  כלל

  נקודת אי רציפות סליקה. 0x, אז לפונקציה יש ב 0xאינה מוגדרת בנקודה 

  דוגמאות

)בדוגמא הקודמת הפונקציה  .1 )
22 2

1

x x
f x

x

−
=

−
0לא מוגדרת בנקודה   1x ים ומתקי =

( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
+ −→ →

0ולכן לפונקציה יש נקודת אי רציפות סליקה ב  = 1x =.  

נתבונן בפונקציה     .2
2

2

x

x

≠

=
          ( )

2 3 10

2
3

x x
f x x

 + −


= −


. במקרה זה 

( ) ( ) ( )
2 2

lim lim 7 2
x x

f x f x f
+ −→ →

= = 0אומנם הפונקציה מוגדרת ב  ≠ 2x אבל היא עדיין אי  =

 רציפה בנקודה זו.
  
  

  אי רציפות מסוג ראשון
  הגדרה



  קיימים ושונים (במובן הצר) נאמר שהפונקציה אי רציפה מסוג ראשון. 0xאם הגבולות החד צדדיים ב 

  1דוגמא 

נתבונן בפונקציה    
2

2

x

x

>

≤
          ( )

6

2
f x

x


= 


). במקרה זה מתקיים  ) ( )

2 2
lim lim
x x

f x f x
+ −→ →

≠.  

  
  

  1המחשה לדוגמא 

  
  2דוגמא 

( )
sin

3
x

f x
x

= )מכיוון ש  + ) ( )
0 0

lim 2, lim 4
x x

f x f x
− +→ →

= נקבל שהפונקציה אי רציפה מסוג ראשון  =

0בנקודה  0x =.  

  שניאי רציפות מסוג 
)נקראת נקודת אי רציפות מסוג שני של הפונקציה  0xנקודה  )f x :אם  

)א.  )f x  0מוגדרת בסביבת הנקודהx 0, פרט אולי לx .עצמה  

  אינו קיים. 0xגבולות החד צדדיים בנקודה ב. לפחות אחד מן ה

  1דוגמא 

)הפונקציה  ) 1
sin

1
f x

x
=

−
0אי רציפה מסוג שני בנקודה   1x )מכיוון ש  = )

1
lim
x

f x
+→

אינו קיים, במקרה  

)זה גם הגבול  )
1

lim
x

f x
−→

  לא קיים. 

  2דוגמא 

( ) 1

1

x

f x

e

)במקרה זה הגבול  = )
0

lim
x

f x
+→

)קיים אבל הגבול   )
0

lim
x

f x
−→

0לא קיים ולכן הנקודה   0x = 

  היא נקודת אי רציפות מסוג שני.
  
  
  
  
 


