
  :2.18תרגיל 

T:תהא  V V הוכח שהתכונות הבאות שקולות. העתקה לינארית:  

2ker  .א kerT T 

2Im  .ב ImT T 

ker  .ג ImV T T  

  .ד ker Im 0T T  

  

  :פתרון

  מההגדרה של סכום ישר: 'ד ' ג

  

ker: 'ג ' ד , ImT T V  לכןker ImT T V  . לפי משפט המימדים

dim(ker Im ) dim ker dim Im dim(ker Im )T T T T T T      אבל לפי הנתון

dim(ker Im ) 0T T   ונובעdim(ker Im ) dim ker dim ImT T T T   . לפי משפט הדרגה

dim Im dim ker dimT T V  .  

dim(kerביחד  Im ) dimT T V ,ker ImT T V   לכןker ImT T V   ומכיוון שהחיתוך

  .הוא אפס זהו סכום ישר

  

2kerידוע  :'א ' ד kerT T . 2שילה בשלנניחker kerT T  2לכן קיים איברkerv T כך ש

kerv T . 2לכן ( ) 0T v T Tv  0וTv  . לכןkerTv T ,ברור שImTv T  לכן

0 ker ImTv T T   בסתירה.  

  

0קיים בשלילה שנניח : 'ד ' א ker Imv T T    לכןv Tw  עבור איזשהוw V ) כי

Imv T(,0Tv  ) כיkerv T ( 20לכן ( )Tv T Tw T w    2לכןkerw T  אבל
2ker kerT T  לכןkerw T  0לכןTw   0לכןv  סתירהב.  

  

   



2Imידוע ש :'ב ' ד ImT T . 2שנניח בשלילהIm ImT T  2לכןdim Im dim ImT T .

 ניקח בסיס 1,..., mv v לImT.  בגלל שאילו איברים בתמונה הם מהצורה 1,..., mTw Tw . כעת

1,..., mTv Tv 2שווים ל 2 2
1,..., ImmT w T w T  1לכן בהכרח,..., mTv Tv ל "ל אחרת יש קבוצה בת"ת

dimבגודל  ImT m 2בImT 2בסתירה לכך שהמימד שלImT מהמימד של קטן ממש ImT.  

1לכן יש צירוף לינארי לא טריוויאלי  1 ... 0m mTv Tv    .יתראונות העתקה לינמתכ  

1 1( ... ) 0m mT v v    . אבל 1,..., mv v לא טריוויאלי שלהם  ריל ולכן צירוף לינא"סיס ולכן בתב

1שונה מאפס כלומר  1 ... 0m mv v v      אבל כל צירוף לינארי של איברי הבסיס שלImT 

Imvולכן  ImTשייך ל T ,0Tv   לכןkerv T  0וביחד ker Imv T T   בסתירה.  

  

ניקח בסיס  :'ד ' ב 2 2
1,..., tT u T u 2לImT. 1נניח בשלילה ש,..., tTu Tu לכן קיים צירוף  ,ל"ת

1לי שלהם שמתאפס לינארי לא טריוויא 1 ... 0t tTu Tu     1ולכן 1( ... ) 0t tT Tu Tu    

2 ולכן 2
1 1 ... 0t tT u T u     מצאנו צירוף לינארי לא טריוויאלי שמתאפס של איבר הבסיס כלומר

  .ל"בסתירה להיותו בת 2ImTשל 

כלומר  1,..., ImtTu Tu T 2ל בגודל "קבוצה בתdim ImT t  בתוךImT . אבל

2dim Im dimImT Tולכן לפי השלישי חינם  לפי הנתון 1,..., tTu Tu בסיס לImT.  

0קיים בשלילה שנניח , כעת ker Imv T T  . הנחנו Imv T ל של איברי הבסיס"הוא צ ולכן 

1 1 ... t tv Tu Tu    .kerv T  1ולכן 10 ( ... )t tTv T Tu Tu      ולכן

2 2
1 1 ... 0t tT u T u    .לל שגאבל ב 2 2

1,..., tT u T u יוצא ש, ל"בסיס ובפרט בת

1 ... 0t     0ולכןv  בסתירה. 


