
 1 אלגברה מופשטת – 14 תרגיל
  

 פתירה. 4D -ש סיקוה .4D מצאו סדרת הרכב ל .1

 

הסדרה פתרון:   2

4id D      היא סדרת הרכב שבה כל

-הגורמים הם פשוטים )איזומורפיים ל
2Z ולכן החבורה פתירה. שימו לב ,)

: הזאת לא סדרת ההרכב היחידה. לדוגמש  2

4,id D     . 

 
 או הפריכו:הוכיחו  .2

 היא פתירה. 1089מסדר  Gכל חבורה  .2.1

2פתרון:  21089 3 11  :מתקיים . 2

11 11| 3 1 mod11n n   11ולכן 1n  ולכן ,

|2היא נורמלית ומתקיים  Qסילו -11תת החבורה  | 11Q   .ולכן היא אבלית

לפיכך, בסדרה הנורמלית  G Q e  כל הגורמים הם אבליים ולכן

 היא פתירה. Gהחבורה 

 

 היא פתירה. 06מסדר  Gכל חבורה  .2.2

 .06היא חבורה לא פתירה )ראינו בכיתה( מסדר  5Aפתרון: לא נכון. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים. .3
 

 פתירה. Gאיברים. הוכיחו כי  53חבורה בת  Gתהי  .3.1

||5335 הוכחה: G  מסדר וראינו בתרגול כי כל חבורהpq  עבורqp, 

 ראשוניים פתירה.
 

 פתירה? Gאיברים. האם בהכרח  123חבורה בת  Gתהי  .3.2

||35כן.  תשובה: G  לכןG  חבורתp  5עבורp לפי משפט, כל .

 פתירה. pחבורת 
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),(),(),(   נגדיר פעולה RR*מעל קבוצה  212112211 bbabababa  :הוכיחו . 

4.1. ),( *  RRG .חבורה 

),,(),(**סגירות: יהיו  הוכחה: RRdcba   אזי
*),(),(),( RRbdbcadcba  

(R סגור לכפל וחיבור ו*R .)סגור לכפל 

),,(),,(),(**אסוציאטיביות: יהיו  RRgfdcba  :אזי 
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),(*. יהי Gאיבר נייטרלי של  e)1,0(*איבר נייטרלי: נראה ש       RRba  

 אזי 

),()1,10(),()1,0(,),()1,0()1,0(),( bababababbaba  

),(*נראה כי לכל איבר הופכי: *      RRba  ,)/1,/( bba  .הופכי משמאל 

 איבר הפיך משמאל, כל איבר הפיך(. )ואז,מכיוון שכל     
ebbabbababba  )1,0())/1(,)/1(/(),()/1,/( 

 

4.2.     G .אינה אבלית 

)2,1()5,3()10,7()10,8()5,3()2,1( הוכחה:      

2)(ונומורפיזם קיים מ .4.3 RGLG  . 
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 הומו'. fלכן     

 חח"ע: ברורה מההגדרה והגדרת השוויון בין מטריצות.  
 הוא מונומורפיזם. fלכן     

 

4.4. G רמז: השתמשו בסעיף הקודם ובחישוב קומוטטורים.חבורה פתירה . 

 
פיזם. לכן, ע"י צמצום הטווח מהסעיף הקודם הוא מונומור fנשים לב  הוכחה:

 :נקבל איזו'
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 פתירה באמצעות חישוב קומוטטורים. Hנראה כי     
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הוא מהצורה  כל קומוטטורכלומר 
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, לכן כל שני קומוטטורים   

 מתחלפים.
 –הנוצרת ע"י הקומוטטורים, אבלית )אם היוצרים של ת"ח מתחלפים  H'לכן, 

 החבורה אבלית(.
''}{לכן  eH  ,H  פתירה וכך גםG. 
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],[:11נסמן   bababa    הקומוטטור"(   של"(Gba ,   בחבורהG . 

נגדיר  ת"ח   ' : [ , ]: ,G a b a b G G   בוצת הנוצרת ע"י ק

 הקומוטטורים. הוכיחו: 

1.51GG '1 

GGמהגדרתה,  הוכחה: ' נוכיח נורמליות. יהיו .Gg 'Gh מ"ל ,

'1 Gghg . 

 GbabaGh  ורים לכן מהגדרת ת"ח נוצרת, קיימים קומוטט '],[:,

nAA nkכך ש  1,...,

n

kk
AAAh  21

21. 

A ,'1נראה תחילה שלכל קומוטטור  GgAg  אכן, יהי .],[ baA   קומוטטור

אזי, 
'],[)())()((

))()()((],[

11111111

11111111111

Ggbggaggbggaggbggag

ggbggagbggaggbgabagbaggAg









 

, Aשל  Znבנוסף, לכל חזקה 
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 .G'בגלל הסגירות של 

 

1.51'/GG .אבלית 

','/'יהיו  הוכחה: GGbGaG  צ"ל .'''' aGbGbGaG   אבל''' abGbGaG  

'''ו  baGaGbG   לכן, מתקיים שוויון אם ורק אם'' baGabG  לפי משפט .

)()('לגרנז', מתקיים שוויום אמ"ם  1 Gabba  אבל ,

'],[)()( 11111 Gbaabbaabba    לכן'''' aGbGbGaG   ו'G .אבלית 

 

YGfאם 1.51 :  הומומורפיזם וY  חבורה אבלית אזfG ker'. 

 :הומומורפיזם. לכן fאבלית. כמו כן  Yנתון  הוכחה:
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כלומר:    1 2 1 2, : , kerg g G g g f    ומתוך הסגירות של ker f  מתקבל

שהנגזרת:   1 2 1 2' , | ,G g g g g G  מוכלת ב- ker f. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: .6

מצאו את  .6.1 4 'A. 

4את חבורת קליין. מתקיים  V-נסמן ב פתרון:
3

A
V
  ולכן 4 'A V .

-מכיוון ש 4 4'A A  :יש לנו רק שתי אפשרויות   4 'A id  או 4 'A V .

האפשרות הראשונה נפסלת )מדוע?( ולכן  4 'A V. 

 

מצאו את  .6.2 4 'S. 

 פתרון:

-ההתחלה היא כמו בדרך א': מבינים ש 4 4'S A  ויש לפסול את

 -האפשרות ש 4 'S V :כעת נמצא איזשהו איבר בקומוטטור, למשל .

          123 , 12 123 12 132 12 132     ולכן   4132 'Sמכיוון ש .-

 4 4'S S  ולכן 5היא חייבת להכיל את כל המחזורים באורך , 4 4'S A. 

 

 היא פתירה. 88הוכיחו שכל חבורה מסדר  .7

 

388פתרון:  2 11  . 11 11| 8 1 mod11n n   11ולכן 1n  11. מכאן קיימת תח"נ-

היא ציקלית מסדר ראשוני ולכן  H. תת החבורה H; נסמנה G-סילו ל

Gאבלית ופתירה. 
H

ולכן היא פתירה. מכיון  32, שכן סדרה הוא pחבורת   

G-ו Hש
H

 פתירה. G -פתירות נקבל עפ"י משפט ש 
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