
 דוגמא א: 

𝐷תהי  = {𝑋 ⊆ ℝ: |𝑋| = ℵ} 

𝐷רור ש ראשית, ב ⊆ 𝑃(ℝ)   ולכן|𝐷| ≤ |𝑃(ℝ)| = 2ℵ 

 

 נבנה פונקציה מ

ℎ: {0,1}ℝ → 𝐷 × {0,1} 

 ע"י

ℎ(𝑓) = {
(𝑓−1[{1}], 1) |𝑓−1[{1}]| = ℵ 

(𝑓−1[{0}], 0) אחרת
 

 מדוע היא מוגדרת היטב? 

 הרי  

𝑓−1[{1}] ∪ 𝑓−1[{0}] = ℝ 

)במבחן  וצמות.ק סכום עת להיות אלף לפי חוחייב 𝑓−1[{0}]ה ממש מאלף, העוצמה של  קטנ 𝑓−1[{1}]אז אם העוצמה של 

 לפרט יותר(. 

 וקל להוכיח שהפונקציה הזו חח"ע

|𝐷 × {0,1}| = 2 ⋅ |𝐷| = |𝐷| 

 קל(.אבל זה כבר ממש , ך לפרטאינסופית )צרי 𝐷כי  

 הראנו סה"כ 

2ℵ ≤ |𝐷| ≤ 2ℵ 

 קוובאנגה )ק.ש.ב( 

   ולכן

|𝐷| = 2ℵ 

 

 

 ערה לא הכי קשורה: ה

2אם רוצים לומר למשל  ⋅ 2 ⋯  אלף אפס פעמים זו בעצם סדרה בינארית.  2

2ℵ0לים על  באופן מדוייק מסכ = |{0,1}ℕ| =  |זוגיים{3,30}|

 

 : 2הערה 

ℝ ∖ ℚ 

 

  



 :2דוגמא 

 משיים(סי השקילות על המ)זה בעצם שווה לעוצמת כל יח  ℝהחלוקות של מצאו את עוצמת כל 

 

 תחלוקות הן קבוצות של קבוצו

 מוכל ב:  Dולכן אוסף החלוקות, נקרא לו 

𝐷 ⊆ 𝑃(𝑃(ℝ)) 

|𝐷| ≤ 2(2ℵ)  

 נבנה פונקציה 

ℎ: 𝐷 → 𝑃(ℝ × ℝ) 

 את כל הממשיים.שמכסות  קבוצה של קבוצות זרות לא ריקותשהיא  –מקבל חלוקה  hכלומר 

 יחס מהממשיים לעצמם.  טתופול

 , כמובן שזה חח"ע ולכןרהיחס השקילות שהיא מש וקה לכל חלשולחת  hנגדיר ש

|𝐷| ≤ 2ℵ⋅ℵ = 2ℵ 

 בכיוון ההפוך נביט ב 

𝑔: 𝑃(ℝ) ∖ {∅, ℝ} → 𝐷 × {0,1} 

𝑔(𝑋) = {
({𝑋, ℝ ∖ 𝑋}, 0) 0 ∈ 𝑋
({𝑋, ℝ ∖ 𝑋}, 1) 0 ∉ 𝑋

 

 חח"ע gהוכיח ש ץ( ללא מסובך )אבל נחו

 . 2גם הכפל באינסופית, וכך על העוצמה ה ספר סופי של איברים לא השפיעחיסור מ

 באנגה!וסה"כ קוו

|𝐷| = 2ℵ 

 

  



 : 3דוגמא 

 

 אם היחס מתקיים בינהן הבדוק מנת להתחיל לנסות לחשוב על אולי להבין משהו, ניקח שתי פונקציות אקראיות ונ על

ℎ(1) = 1, ℎ(2) = 3, ℎ(3) = 1 

𝑔(1) = 1, 𝑔(2) = 3, 𝑔(3) = 2 

  זיא

ℎ𝑅𝑔 

 אם ורק אם

ℎ−1[{1,2}] = 𝑔−1[{1,2}] 

 אכן 

{1,3} = {1,3} 

 קל לראות שזה סימטרי 

 אבל למשל עבור 

ℎ(1) = 1, ℎ(2) = 2, ℎ(3) = 1 

𝑔(1) = 1, 𝑔(2) = 3, 𝑔(3) = 2 

{1,2,3} ≠ {1,3} 

,ℎ)ולכן   𝑔) ∉ 𝑅 

 

 הינו יחס שקילות.  Rן  נוכיח שאכ .א

 : רפלקסיבי

  𝑓𝑅𝑓"ל צ 𝑓תהי 

𝑓−1[{1,2}]לומר צ"ל כי  כ = 𝑓−1[{1,2}] 

 א. כאילו ד

 

 :סימטריות

,𝑓תהיינה   𝑔 ש  כך𝑓𝑅𝑔   צ"ל𝑔𝑅𝑓. 

𝑓−1[{1,2}]נתון ש  = 𝑔−1[{1,2}] 

𝑔−1[{1,2}]צ"ל ש = 𝑓−1[{1,2}] 

Yeet 

 



 :טרנזיטיוביות

,𝑓תהיינה   𝑔, ℎ  כך ש𝑓𝑅𝑔, 𝑔𝑅ℎ צ"ל שfRh 

𝑓−1[{1,2}]נתון  = 𝑔−1[{1,2}] 

𝑔−1[{1,2}]נתון  = ℎ−1[{1,2}] 

𝑓−1[{1,2}]צ"ל  = ℎ−1[{1,2}] 

 קלללל... 

 

 

 כעת נסמן 

𝑓(1) = 1, 𝑓(2) = 𝑓(3) = 2 

 להצ"ל את מחלקת השקילות ש

[𝑓]𝑅 = {𝑓 ות שמתייחס ל {קבוצת כל הפונקציות  = {𝑔|𝑓𝑅𝑔} = {𝑔|𝑔−1[{1,2}] = 𝑓−1[{1,2}]} = 

= {𝑔|𝑔−1[{1,2}] = {1,2,3}} = {1,2}{1,2,3} 

 

 עם איבר אחד:מחלקה  –ראשית  .ב

𝑓(1) = 𝑓(2) = 𝑓(3) = 3 

𝑓−1[{1,2}] = ∅ 

 זה הוא כ 3, ורק 2או   1אינו , כיוון שהיא חייבת לשלוח את כל האיברים לאיבר שזה וזו הפונקציה היחידה שעושה את

 ולכן  

[𝑓]𝑅 = {𝑓} 

 מחלקות השקילות של היחסל 𝑃({1,2,3})שיש התאמה חח"ע ועל בין  )צריך להוכיח במבחן( קל להוכיח

ℎ: 𝑃({1,2,3}) → 𝐴/𝑅  

ℎ(𝑋) = [𝑓𝑋]𝑅 

 כאשר 

𝑓𝑋(𝑎) = {
1 𝑎 ∈ 𝑋
3 𝑎 ∉ 𝑋

 

 

 שימו לב: 

𝑓𝑋
−1[{1,2}] = 𝑋 

 

 לכן 

|𝐴/𝑅| = |𝑃({1,2,3})| = 23 = 8 

 

 דר חלקי, זה לא אמור להיות סוף העולם.חס ס ובר ביתוכיחו לבד שמד .ג

ℎ(1) = 1, ℎ(2) = 3, ℎ(3) = 1 

𝑔(1) = 1, 𝑔(2) = 3, 𝑔(3) = 2 

 ?ℎ𝑆𝑔האם 

ℎ(𝑎)י  מתקיים כ aאכן, לכל  ≤ 𝑔(𝑎) 

 

 תר? הקטן ביו מי האיבר

 .f, נסמנה 1הפונקציה הקבועה 

 ות האחרות. לכל הפונקצי Sצ"ל שהיא קטנה או שווה ביחס 

 

 fSg"ל צ gתהי 

𝑓(𝑎)מתקיים  aכלומר צ"ל שלכל  ≤ 𝑔(𝑎) 

 

 , אכן  aיהי 

𝑓(𝑎) = 1 ≤ 𝑔(𝑎) 

 

  



 ן השאלה סימוכמו ב  1ה קציה הקבועאת הפונ  mנסמן ב .ד

 .2ואת השלישי ל 1שני איברים ל ות ולחניחוש מושכל: שלושת הפונקציות שש

 ? כוןנת שזה יהיה בטוח נ"ל על ממה צ

 ות האחרות דומות( ות )נוכיח עבור אחת, ההוכחות הללו מינימלית הפונקציראשית, צריך להוכיח שאכן שלוש

 מינימלית.  אינהפונקציה אחרת , כל שנית

 נסמן

𝑓1(1) = 2, 𝑓1(2) = 𝑓1(3) = 1 

 מינימלית: 𝑓1נוכיח ש 

𝑔תהי  ∈ 𝐴 ∖ {𝑚}   כך ש𝑔𝑆𝑓1 

𝑔צ"ל  = 𝑓1 

𝑔(𝑎)מתקיים כי   aלכל  ≤ 𝑓1(𝑎) 

𝑔(1) ≤ 2 
1 ≤ 𝑔(2), 𝑔(3) ≤ 1 

𝑔(1)לכן   = 𝑔(1)או  1 = 𝑔(1)אם  לאב 2 = 𝑔 אז 1 = 𝑚   בסתירה לכך ש𝑔 ∈ 𝐴 ∖ {𝑚}  ולכן𝑔 = 𝑓1 

 

𝑔  כעת תהי ∈ 𝐴 ∖ {𝑚} כך ש𝑔 ≠ 𝑓𝑎 צ"ל ,g .אינה מינימלית 

𝑔הפונקציה  ≠ 𝑚 1ולכן לא שולחת את כל האיברים ל 

𝑔כמו כן, כיוון ש  ≠ 𝑓𝑎 3והשלישי ל 1או ששני איברים נשלחים ל 1קיימים לפחות שני איברים שלא נשלחים ל . 

 ות.ל בשני המקרים, ונראה שהפונקציות הללו אינן מינימלינטפ

𝑔(𝑎1) > 1, 𝑔(𝑎2) > 1 

 אזי 

 

𝑓(𝑎1) = 1, 𝑓(𝑎2) = 2, 𝑓(𝑎3) = 1 

𝑓וגם  𝑓𝑆𝑔ברור ש  ≠ 𝑔   ולכן אכן𝑔 .אינה מינימלית 

 במקרה השני 

𝑔(𝑎1) = 𝑔(𝑎2) = 1, 𝑔(𝑎3) = 3 

𝑓𝑎3ש ברור  
𝑆𝑔  וכמו כן𝑓𝑎3

≠ 𝑔  ולכןg .אינה מינימלית 

 

  



 : 4דוגמא 

 

 

 Aים מדוגמאות לאיבר :הקדמה

𝑓(𝑛) = {𝑛} 

𝑔(𝑛) = ∅ 

 כי הקבוצה הריקה מוכלת בהכל. 𝑔𝑅𝑓ר ש רוב

 הקטן ביותר. היא האיבר  gיותר מזה, דיי ברור ש

 Xהקטן ביותר ב הוא האיבר fנוכיח ש

𝑓ראשית נוכיח ש ∈ 𝑋  אכן ברור שלכלn   מתקיים כי𝑛 ∈ 𝑓(𝑛) = {𝑛} 

𝑔תהי  ∈ 𝑋  צ"ל𝑓𝑅𝑔 

𝑓(𝑛)"ל  צ nיהי  ⊆ 𝑔(𝑛) 

 כלומר צ"ל 

{𝑛} ⊆ 𝑔(𝑛) 

 כלומר צ"ל 

𝑛 ∈ 𝑔(𝑛) 

𝑔זה נכון כי  ו ∈ 𝑋 

  



 ה.

 מינימליים וכך נוכיח שאין איבר קטן ביותרנה שני איברים בנ

𝑓(1) = ∅, 𝑓(2) = {1}, … , 𝑓(𝑛) = {1,2, … , 𝑛 − 1} 

𝑔(1) = ∅, 𝑔(2) = {2}, … , 𝑔(𝑛) = {2,3, … , 𝑛} 

,𝑓ראשית, קל להוכיח באינדוקציה כי   𝑔 ∈ 𝐷 

 מתקיים כי   nכלומר לכל 

𝑓(𝑛) ⊊ 𝑓(𝑛 + 1) 

 gוכנ"ל לגבי 

 הוכחת מינמליות

ℎצ"ל  ℎ𝑅𝑓ך  כ hתהי  = 𝑓 

 "ל באינדוקציה.שוב צ

ℎ(1) ⊆ 𝑓(1) = ∅ 

ℎ(1)ולכן   = ∅ 

 n+1בור עעבורו הטענה נכונה, נוכיח  nיהיה 

ℎ(𝑛) = 𝑓(𝑛) 

|ℎ(𝑛)| = |𝑓(𝑛)| = 𝑛 − 1 

 נתון

ℎ(𝑛) ⊊ ℎ(𝑛 + 1) ⊆ 𝑓(𝑛 + 1) 

 ש   כיוון

|ℎ(𝑛)| = 𝑛 − 1 

|𝑓(𝑛 + 1)| = 𝑛 

 ביחד נקבל כי 

|ℎ(𝑛 + 1)| = 𝑛 

 באותו גודל שהאחת מוכלת בשנייה, הן שוות.  סופיותבוצות כיוון שיש לנו ק

 

  



 : 5דוגמא 

 

 א.

𝑆 ⊆ 𝑃(ℕ × ℕ) 

 בן וכמו

|𝑃(ℕ × ℕ)| = 2ℵ0⋅ℵ0 = 2ℵ0 = ℵ 

 

 ב.

𝑓(𝑋) = {𝑋 ∪ {1}, ℕ ∖ (𝑋 ∪ {1})}  

 .2דל  ווקה בגראשית על מנת להוכיח שהפונקציה מוגדרת היטב, צ"ל שצד ימין הוא חל

 נמצא באחד ולא בשנייה.  1בוצות שונות, אכן , צ"ל ששתי הק2דל ת להראות שהחלוקה בגונעל מ •

 ות הוא כל הטבעייםבוצברור שאיחוד הק •

 בוצה והמשלים שלה(ק) ברור שהחיתוך ריק •

 נמצא בימנית 2נמצא בשמאלית ו 1ריקה, כי  ברור שאף קבוצה אינה •

 

 כעת נוכיח שהפונקציה חח"ע:

,𝑋1נה  תהיי 𝑋2  כך ש 

𝑓(𝑋1) = 𝑓(𝑋2) 

 כלומר 

{𝑋1 ∪ {1}, ℕ ∖ (𝑋1 ∪ {1})} = {𝑋2 ∪ {1}, ℕ ∖ (𝑋2 ∪ {1})} 

שיש בהם אותו זוג קבוצות, אבל לכאורה לא יודעים איזה קבוצה שווה לאיזו החלוקות שוות, אנחנו יודעים וון ששתי כי

 קבוצה.

 כפי שראינו. 2נמצא רק בשנייה ו 1צא רק באחד נמאבל אנחנו בעצם כן יודעים יודעים, כי 

 ולכן 

𝑋1 ∪ {1} = 𝑋2 ∪ {1} 

1כיוון ש  ∉ 𝐴 1נובע ש ∉ 𝑋𝑖 

𝑋1סה"כ   = 𝑋2 



 ג.

 ראשית,  

|𝐴| = ℵ0 

 אינסופית מספר סופי של איברים לא משפיע על עוצמה י כי שינו

ℵ = 2ℵ0 = |𝑃(𝐴)| ≤ |𝐽| 

עוצמת כל החלוקות שווה לעוצמת כל יחסי השקילות )הרי יש התאמה  בוצת כל החלוקות של הטבעיים, וכלת בקמו  Jכעת 

 .(םיהע ועל בינחח"

 ולכן 

|𝐽| ≤ |𝑆| ≤ ℵ 

|𝐽|ולכן אכן   = ℵ וובאנגה-כי 

|𝑆|ך, למעשה הוכחנו ש על הדר = ℵ 

 

 

 


