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 ℝ𝒏 -פונקציות ב 

 משפט

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚 .פונקציה רציפה 

𝐻אזי, לכל קבוצה פתוחה  ⊆ ℝ𝑚, :הקבוצה 

𝑓−1(𝐻) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻} 

 .𝐸 -פתוחה ביחס ל 

 הוכחה

𝐺נוכיח כי קיימת קבוצה פתוחה  ⊆ ℝ𝑛 :כך ש 

𝑓−1(𝐻) = 𝐸 ∩ 𝐺 

 נגדיר:

𝐺 ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻} 

 מתקיים:

𝑓−1(𝐻) = 𝐸 ∩ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻}
. . .
. = 𝐸 ∩ 𝐺

 

 פתוחה. 𝐺נוכיח כי 

𝐺אם  =  פתוחה. 𝐺, אז ∅

𝐺אם  ≠ 𝑥, יהי ∅ ∈ 𝐺. 

 :𝐺עפ"י הגדרת 

𝑓(𝑥) ∈ 𝐻 

𝐻  0פתוחה, לכן קיים < 𝑟 :כך ש 

𝐵(𝑓(𝑥), 𝑟) ⊆ 𝐻 

𝑓  0רציפה, לכן קיים < 𝛿 :כך ש 
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𝑓(𝐵(𝑥, 𝛿) ∩ 𝐸) ⊆ 𝐵(𝑓(𝑥), 𝑟)
. . .
. ⊆ 𝐻

 

 :𝐺עפ"י הגדרת 

𝐵(𝑥, 𝛿) ∩ 𝐸 ⊆ 𝐺 

 פתוחה. 𝐺לכן, 

 לכן:

𝑓−1(𝐻) ≔ {𝑥 ∈ 𝐸 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐻} 

 .𝐸 -פתוחה ביחס ל 

∎ 

 משפט

𝒦תהי  ⊆ ℝ𝑛 .קומפקטית 

:𝑓תהי  𝒦 → ℝ𝑚 .רציפה 

 קומפקטית. 𝑓(𝒦)אזי, 

 הוכחה

 .𝑓(𝒦)כיסוי פתוח של  𝛼∈𝐼{𝒰𝛼}יהי 

𝛼, לכל עפ"י משפט ∈ 𝐼 קיימת קבוצה פתוחה ,𝐺𝛼 :כך ש 

𝑓−1(𝒰𝛼) = 𝐺𝛼 ∩ 𝒦 

 : 𝐺𝛼עפ"י הגדרת הקבוצות 

{𝐺𝛼}𝛼∈𝐼 

 .𝒦כיסוי פתוח של 

𝒦  כיסוי סופי:-קיים לכיסוי פתוח זה תתקומפקטית, לכן 

{𝐺𝛼𝑖
}

𝑖=1

𝑠
 

 :𝐺𝛼עפ"י הגדרת הקבוצות 
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{𝒰𝛼𝑖
}

𝑖=1

𝑠
 

 .𝑓(𝒦)כיסוי סופי של -תת

 קומפקטית. 𝑓(𝒦)לכן, 

∎ 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ𝑚. 

𝑓  על רציפה במידה שווה𝐸  0אם לכל < 휀 0, קיים < 𝛿 כך שלכל ,𝑥′, 𝑥′′ ∈ 𝐸 :כך ש 

‖𝑥′ − 𝑥′′‖ < 𝛿 

 מתקיים:

‖𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)‖ < 휀 

 משפט )קנטור(

𝒦תהי  ⊆ ℝ𝑛 .קומפקטית 

:𝑓תהי  𝒦 → ℝ𝑚 .רציפה 

 .𝒦רציפה במידה שווה על  𝑓אזי, 

 הוכחה

0יהי  < 휀. 

𝑓  רציפה, לכן לכל𝑎 ∈ 𝒦,  0קיים < 𝑟𝑎  כך שלכל𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟𝑎) ∩ 𝒦:מתקיים , 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)‖ <
휀

2
 

,′𝑥לכן, לכל  𝑥′′ ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟𝑎) ∩ 𝒦, :מתקיים 

‖𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)‖ < 휀 

0עפ"י הגדרת  < 𝑟𝑎: 
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{𝐵 (𝑎,
𝑟𝑎

2
)}

𝑎∈𝒦
 

 .𝒦כיסוי פתוח של 

𝒦 כיסוי סופי:-קומפקטית, לכן לכיסוי פתוח זה קיים תת 

{𝐵 (𝑎𝑖,
𝑟𝑎𝑖

2
)}

𝑖=1

𝑠

 

 נגדיר:

𝛿 ≔ min
1≤𝑖≤𝑠

𝑟𝑎𝑖  

,′𝑥יהיו  𝑥′′ ∈ 𝒦:כך ש , 

‖𝑥′ − 𝑥′′‖ < 𝛿 

1קיים  ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 :כך ש 

𝑥′ ∈ 𝐵 (𝑎𝑖,
𝑟𝑎𝑖

2
) 

 לכן:

‖𝑥′′ − 𝑎𝑖‖ ≤ ‖𝑥′ − 𝑥′′‖ + ‖𝑥′ − 𝑎𝑖‖
. . .

. < δ +
𝑟𝑎𝑖

2
. . .

. < 2 ⋅
𝑟𝑎𝑖

2. . .
. < 𝑟𝑎𝑖

 

 לכן:

𝑥′′ ∈ 𝐵(𝑎𝑖, 𝑟𝑎𝑖
) 

 מתקיים:

𝑥′ ∈ 𝐵(𝑎𝑖, 𝑟𝑎𝑖
) 

 לכן:

‖𝑓(𝑥′) − 𝑓(𝑥′′)‖ < 휀 
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 .𝒦רציפה במידה שווה על  𝑓לכן, 

∎ 

 הגדרה

 פונקציה רציפה:

𝛾: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 

 .ℝ𝑛 -( ב מסילהאו עקומה )או קו רציף נקראת 

 דוגמה

 המעגל:

{(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 = 1} 

 הינו קו רציף.

:𝛾ניתן להגדיר את המעגל ע"י פונקציה רציפה  [0,2𝜋] → ℝ2: 

𝛾(𝑡) = (cos 𝑡 , sin 𝑡) 

∎ 

 הגדרה

𝐸קבוצה  ⊆ ℝ𝑛  אם ניתן לחבר כל שתי נקודות בקבוצה ע"י קו רציףקשירה )מסילתית( נקראת 

 שנמצא כולו בתוך הקבוצה.

,𝐴פורמלית, אם לכל  𝐵 ∈ 𝐸 קיים קו רציף ,𝛾: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 :כך ש 

𝛾(𝑎) = 𝐴
. . .

𝛾(𝑏) = 𝐵
 

𝑡ולכל  ∈ [𝑎, 𝑏]: 

𝛾(𝑡) ∈ 𝐸 

 הגדרה

 .תחוםקבוצה פתוחה וקשירה נקראת 
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 משפט )ערך הביניים(

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .קשירה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ .רציפה 

,𝐴יהיו  𝐵 ∈ 𝐸. 

𝛼לכל  אזי, ∈ [𝑓(𝐴), 𝑓(𝐵)]  או([𝑓(𝐵), 𝑓(𝐴)] קיימת נקודה ,𝐶 ∈ 𝐸 :כך ש 

𝑓(𝐶) = 𝛼 

 הוכחה

𝐸  קשירה, לכן קיימת עקומה𝛾: [𝑎, 𝑏] → 𝐸:כך ש , 

𝛾(𝑎) = 𝐴
. . .

𝛾(𝑏) = 𝐵
 

𝑡ולכל  ∈ [𝑎, 𝑏]: 

𝛾(𝑡) ∈ 𝐸 

:𝜑נגדיר פונקציה  [𝑎, 𝑏] → ℝ :ע"י 

𝜑(𝑡) ≔ 𝑓(𝛾(𝑡)) 

𝜑  רציפה ב- [𝑎, 𝑏].כהרכבה של פונקציות רציפות , 

𝛼יהי  ∈ [𝑓(𝐴), 𝑓(𝐵)]. 

 :𝜑י הגדרת "עפ

𝜑(𝑎) = 𝑓(𝐴)
. . .

𝜑(𝑏) = 𝑓(𝐵)
 

 :כןל

𝛼 ∈ [𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏)] 

𝑡0, קיים עפ"י משפט ערך הביניים ∈ [𝑎, 𝑏] :כך ש 

𝜑(𝑡0) = 𝛼 
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 נגדיר:

𝐶 ≔ 𝛾(𝑡0) 

 :לכן

𝑓(𝐶) = 𝑓(𝛾(𝑡0))
. . .
. = 𝜑(𝑡0)
. . .
. = 𝛼

  

∎ 
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 דיפרנציאביליות

 הגדרה

:𝐴פונקציה  ℝ𝑛 → ℝ :מהצורה 

𝐴(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖 ⋅ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

1לכל  כאשר ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 

𝑎𝑖 ∈ ℝ 

 .פונקציה לינאריתנקראת 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛 .פתוחה 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

𝑥0תהי  ∈ 𝐸. 

𝑓  ב דיפרנציאבילית– 𝑥0 אם קיימת פונקציה לינארית𝐴: ℝ𝑛 → ℝ  :כך ש 

lim
ℎ→0

 
𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0) − 𝐴(ℎ)

‖ℎ‖
= 0 

 .𝑓′(𝑥0), ומסומנת 𝑥0 -ב  𝑓של הנגזרת נקראת  𝐴הפונקציה 

 .𝑑𝑓(𝑥0), ומסומנת 𝑥0 -ב  𝑓של הדיפרנציאל נקראת גם  𝐴הפונקציה 

 הערה

𝑓  ב דיפרנציאבילית- 𝑥0  אם קיימת פונקציה לינארית𝐴: ℝ𝑛 → ℝ :כך ש 

𝑓(𝑥0 + ℎ) = 𝑓(𝑥0) + 𝐴(ℎ) + 𝑟(ℎ) 

 כאשר:

lim
ℎ→0

 
𝑟(ℎ)

‖ℎ‖
= 0 

∎ 



 22.11.2016 5הרצאה  ℝ𝒏 -פונקציות ב 
 יהונתן רגבנכתב על ידי  דיפרנציאביליות

 

9 
 

 הגדרה

𝑥הוא קבוצת הנקודות  ℝ𝑛 -ב היפר מישור  ∈ ℝ𝑛:המקיימות , 

∑ 𝑎𝑖 ⋅ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑐 

1כאשר לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛: 

𝑎𝑖 ∈ ℝ 

 וכן:

𝑐 ∈ ℝ 

 הגדרה

𝐸תהי  ⊆ ℝ𝑛. 

:𝑓תהי  𝐸 → ℝ. 

 הוא קבוצת הנקודות: 𝑓גרף הפונקציה 

{(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑓(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) | (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸} 

∎ 


