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מדידה לבג (ביחס לסיגמא אלגברה המכפלה) עם מידה  [0,1]2תת קבוצה של  A תהי  .1
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. כמו [0,1]2הינה מדידה לבג ביחס לסיגמא אלגברה המכפלה של  1Aפתרון: ברור כי הפונקציה 
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 ביחס לסיגמא אלגברה בורל. נגדיר את הפונקציה 
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)הראו כי  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,f x y m dx m dy f x y m dy m dx≠∫ ∫ ∫ . מדוע אין זו סתירה  ∫

 למשפט פוביני?



 

 

 נחשב 

( ) ( ) ( )
0

1

0 1

1

2 1

0 0

1 0 1

, 1 1 2 1 2

1 1 0 2

y

y y

y

y y

y y

y

dm y y

h y f x y m dx dm dm y y

dm dm y

−

−

−

− −

<

 = ≤ <
= =  − + = − ≤ <



− + = ≤ < ∞


∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

 ולכן 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

0 1

, 2 1f x y m dx m dy h y dm ym dy y m dy
∞

−∞

= = + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 

 
 מצד שני,

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1

0 0
,

1 1 0 0
x x

x x

x
g x f x y m dy

m dy m dy x
+ +

+

<
= =  + − = ≥


∫ ∫ ∫
 

 
 ולכן 

 

( ) ( ) ( ) ( ), 0 0f x y m dy m dx g x dm dm
∞ ∞

−∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫ ∫ 

  

  
  

D 



 ומכאן ש 
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. מכאן כי תנאי 

 משפט פוביני אינם מתקיימים ולכן אין סתירה.
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מו כן היא חיובית ולכן ניתן להשתמש רציפה ולכן מדידה ביחס לסיגמא אלגברת לבג המכפלה. כ
 במשפט טונלי. לכן
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רציפה היא אינטגרבילית רימן לפחות במובן הרחב (כלומר האינטגרל יכול להיות  fמכיוון ש  
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