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                                                                                                                                               2022אילן,  -קורס טופולוגיה, אוניברסיטת בר

    סילבוס    wikiאתר הקורס    אתר המרצה    megereli@math.biu.ac.ilמיכאל מגרל  מרצה:

 1הרצאה 

 

  Topos+Logos =Topologyמילות מפתח:  התכנסות, רציפות, קבוצות פתוחות, טופולוגיה ...   

…}, Algebra, Differential Topology Algebraic Topology,  Topological  }  Topology 

 

 אחת מהדרכים לקבלת מרחבים טופולוגיים.   --מרחב מטרי 

  {Metric Spaces}  {Topological Spaces}    )לא על,  לא חח"ע( 

 

 קישור מומלץ          מרחבים מטריים

𝑋( על קבוצה מרחק)או  מטריקה (:Frechet 1906הגדרה ) ≠  היא פונקציה   ∅

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑑(𝑥, 𝑦)    : [0, )d X X          

 אקסיומות:

𝑚1 )𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

𝑚2 )𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥).  

𝑚3 )𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧) .)אי שוויון המשולש( 

),(),(),(),()שקול:  132211 nnn xxdxxdxxdxxd   ) ! אינדוקציה  

,𝑿) -אומרים ש  𝒅) מ"מ (metric space  .) 

 

 דוגמאות:

1) (ℝ, 𝑑)         שמוגדרת לפי𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 

 

2) 
n

X      𝑥 = (𝑥1, . . , 𝑥𝑛) , 𝑦 = (𝑦1, . . , 𝑦𝑛) 

,ℝ𝑛)א. מטריקה אוקלידית    𝑑)         𝑑(𝑥, 𝑦) = √∑ (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2𝑛

𝑖=1 

              Manhattan metric ב. מטריקת הסכום 
1

1

( , ) | |
n

i i

i

d x y x y


                       

ג. מטריקת המקסימום         
max ( , ) max{| |: i {1, , }}i id x y x y n   

maxהערה:    1 maxd d d nd   . 
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 . מרחב ווקטורי על שדה  E(   נניח  מרחב נורמי)   הגדרה:

||פונקציה  ||: [0, )E      אם מתקיים: נורמהנקראת 

1(n  || v || 0 v 0E   

2(n  || cv || | c | || v ||          לכל,c v E  

3(n   || u v || || u || || v ||   

)אז   ,|| ||)E    מרחב נורמינקרא   normed space 

 

): לכל מ"נ  משפט ,|| ||)E   הפונקציה|| || || ||: E E [0, ) ( , ) : || ||d d u v u v      

||היא מטריקה )שנקראת מטריקה של הנורמה(  ותמיד מתקיים   |||| v || (0 ,v)Ed   . 

 הוכחה:   

1(m  ( , ) || || 0 0Ed x y x y x y x y           

2(m  || || || ( 1)( ) || | ( 1) | || || || ||x y y x y x y x          

3(m     || || || ( ) ( ) || || || || ||x z x y y z x y y z             

 || |||| v || || || || 0 v || (0 ,v)E Ev d        . 

 

||:  "ההתאמה" הערה ||{ } { } ( ,|| ||) (E, )normed spaces metric spaces E d   

        לא עלא. 

נקודות או מרחב מטרי מעגל עם מטריקה אוקלידית "לא מתקבלת "בתמונה"  2למשל מרחב מטרי עם   הסבר:

 של ההתאמה הנ"ל.  

     חד חד ערכיתב. 

||נובע מהשוויון    הסבר: |||| v || (0 ,v)Ed .מטריקת הנורמה משחזרת את הנורמה . 

 דוגמאות של מרחב נורמי:

  במרחב ווקטורי
n

 נגדיר:    nבעל ממד   

https://en.wikipedia.org/wiki/Normed_vector_space
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א.   נורמה אוקלידית 
2

1

|| x ||
n

i

i

x


   )משרה מטריקה אוקלידית( 

ב. נורמה של הסכום   
1

1

|| x || | |
n

i

i

x


  )משרה מטריקת הסכום( 

||maxג. נורמה של מקסימום    x || || x || max{| |: {1, , }}ix i n    

 )משרה מטריקת מקסימום(

הערה:   
max 1 max

|| x || || x || || x || || x ||n       

 

]C*   בקבוצה     , ] : { : [ , ] }a b f a b continuous functions    :נגדיר 

א. 
max

|| f || max{| f(x) |: x [a,b]}   מסמנים גם   .|| f || . 

,𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑓1משרה מטריקת מקסימום     𝑓2) = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥)|   מדוע מתקבל(Max )? 

1"הסטייה" המקסימלית בין הפונקציות   2,f f  .בקטע נתון 

||1ב.    f || | ( ) |

b

a

f x dx      "משרה "מטריקת השטחים
1 1 2 1 2
( , ) | ( ) ( ) |

b

a

d f f f x f x dx    

1"השטח" בין הגרפים של הפונקציות   2,f f  בקטע[𝑎, 𝑏] 

 

,𝑋) הגדרה: 𝑑) מטרי -מרחב פסאודו נקרא(𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 נקרא ,𝑠𝑒𝑚𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐 :אם )לפעמים 

𝑚1
𝑝

 )𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇐ 𝑥 = 𝑦  החלשה של(𝑚1.) 

𝑚2  )𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

𝑚3  )𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧) 

  

 

,𝑋) הגדרה: 𝑑)  מטרי-מרחב אולטרהנקרא  ultrametric :אם 

𝑚1  )𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

𝑚2  )𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

𝑚3
𝑢 )max{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑧)} ≥ 𝑑(𝑥, 𝑧)     חיזוק של(𝑚3.) 

{𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐} ⊃ {𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐} ⊃ {𝑢𝑙𝑡𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐}                                                 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Ultrametric_space


4 
 

𝑐 גם  𝑑לכל מטריקה   הערה: ⋅ 𝑑 מטריקה∀𝑐 >  מטריקה(-)נכון גם עבור פ"מ,  אולטרה    0

  

  לכל קבוצהX    נגדיר∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋: 𝑑0(𝑥, 𝑦) = 0 

 .פסאודו מטריקת האפס

  ב- 𝑋 = ℝ2       נגדיר ,𝜌1(𝑥, 𝑦) ≔ |𝑥1 − 𝑦1| 

,𝜌1((3,5)    למשלמטריקה )אבל לא מטריקה(. -פסאודו  (3,18)) = 0   . 

𝑋 -ב  = ℝ𝑛       נגדיר ,𝜌𝑘(𝑥, 𝑦) ≔ |𝑥𝑘 − 𝑦𝑘|     הרכיב ה(k      ) 

   [0,5]בX C      
1 2

|| f || max{| f(x) |: x [1, 2]}
x 
     norm-semi  )? מדוע לא נורמה( 

   נגדיר על קבוצהX " 0-1 תמטריק-אולטרה:" 

𝑑Δ(𝑥, 𝑦) = {
1  𝑥 ≠ 𝑦
0  𝑥 = 𝑦

 

|𝑋|עם  𝑋: על כל קבוצה טענה ≥ ℵיש )לפחות(  2 = 2ℵ0  .מטריקות שונות 

         הסבר:
0{ : 0} ( ) 2card rd r card


      העוצמה 

 

𝑋   תרגיל: = {
𝑒1

√2
,
𝑒2

√2
, … ,

𝑒𝑛

√2
} ⊂ ℝ𝑛 

 .    𝑑Δנותן דוגמה ספציפית של  𝑑עם מטריקה שמושרית מ  

 

𝑑  הסבר:  (
𝑒𝑖

√2
,
𝑒𝑗

√2
) = ‖

𝑒𝑖

√2
−
𝑒𝑗

√2
‖ =

1

√2
‖𝑒𝑖 − 𝑒𝑗‖⏟      

√2

= {
1  𝑖 ≠ 𝑗
0  𝑖 = 𝑗

 

𝑖כאשר  נשים לב: ≠ 𝑗        ‖𝑒𝑖 − 𝑒𝑗‖ = √…+ 1
2 +⋯+ 12 +⋯ = √2 

 

 מטריקה נגדיר  על שלמים    :חשובה דוגמהp-לכל מספר ראשוני  אדית𝑝 ∈ ℙ  .נתון 

 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≔ {

1

𝑝𝑘(𝑥,𝑦)
 , 𝑘(𝑥, 𝑦) ≔ max{𝑖 ∶  𝑝𝑖|(𝑥 − 𝑦)} , 𝑥 ≠ 𝑦

0, 𝑥 = 𝑦
 מטריקה-אולטרה     

𝑝        למשל: = 3  ,𝑥 = 24, 𝑦 = 6.            𝑑3(24,6) =?         

     𝑑3(24,6) =
1

32
=
1

9
   

24 − 6 = 18 = 32 ⋅ 2 

3 3(0,5) (0,1) 1d d  
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1)קובית קנטור(     ב    :חשובה דוגמה 2{0,1} {( , , ) : {0,1}}kX a a a      

𝑑(𝑥, 𝑦) ≔ {
1

2𝑘(𝑥,𝑦)
 , 𝑘(𝑥, 𝑦) ≔ min{𝑖 ∶   𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖} , 𝑥 ≠ 𝑦

0, 𝑥 = 𝑦
 מטריקה-אולטרה    

                                                                                 

,𝑋)יהי  )תת מרחב מטרי(: הגדרה 𝑑)  ,מ"מ∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝑋 . 

 

    :תמוגדר 𝒀מטריקת הצמצום של 

𝑑𝑌  (𝑦1, 𝑦2 ) = 𝑑(𝑦1, 𝑦2 ) 

∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 

,𝑌)מתקבל מ"מ  𝑑𝑌)  של  תת מרחב מטרישנקרא(𝑋, 𝑑). 

𝑌               למשל: = {
𝑒𝑖

√2
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}⏟            

ת"מ מטרי

⊂ (ℝ𝑛 , 𝑑)⏟    
=𝑋

 

 .𝑑Δ -כאן שווה ל  Yעל מטריקת הצמצום 

 : כל מ"מ הוא תת מרחב מטרי )עד כדי איזומטריה( של מרחב נורמי )נוכיח בהמשך(. הערה

 

,𝑋)נתון מ"מ  הגדרה: 𝑑) ,∅ ≠ 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋. 

𝒅(𝑨,𝑩) = inf{𝑑(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 

0 ≤ 𝑑(𝐴, 𝐵) < ∞ 

 של תת קבוצות.  P(X)מטריקה בקבוצה -זאת לא מטריקה וגם לא פסאודו  אזהרה:

   . 𝑚𝑖𝑛 -ניתן להחליף ב  𝑖𝑛𝑓לא תמיד      הערה:

          𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 < 0} , 𝐵 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 > 0} 

  𝑚𝑖𝑛 ≠ 𝑖𝑛𝑓 = 𝑑(𝐴, 𝐵) = 0 

 

,𝑑(𝑥|        תמיד מתקיים  :חשוב אישוויון 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)    )ראו בתירגול( 

 

𝒅𝒊𝒂𝒎(𝑨)         )הקוטר(: הגדרה ≔ sup{𝑑(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴} 

0 ≤ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴) ≤ ∞ 

𝐴  אם  חסומהנקראת𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴) < ∞. 

𝑠𝑢𝑝לא תמיד  הערה: = 𝑚𝑎𝑥   𝐴 = (0,1)     𝑚𝑎𝑥… ≠ 𝑠𝑢𝑝… = 𝑑𝑖𝑎𝑚 = 1      
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)   דוגמה: , ) 1
p

diam d   . 

   
1 1 {0,1, } (0,1) 1k pp

k d     

 

,𝑋)יהי  :ותהגדר 𝑑)  ,𝑎 ∈ 𝑋  ,𝑟 > 0. 

𝑟  𝑎ורדיוס =  𝑎 –עם מרכז ב  כדור פתוח( 1 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) = 𝐵𝑟(𝑎) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝑟} 

𝑎      כדור סגור( 2 ∈ 𝐵[𝑎, 𝑟] = 𝐵𝑟[𝑎] ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑎, 𝑥) ≤ 𝑟} 

sphere       𝑎   ספרה( 3 ∉ 𝑆(𝑎, 𝑟) = 𝑆𝑟(𝑎) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑎, 𝑥) = 𝑟} 

𝑎     הערה: ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝐵[𝑎, 𝑟]         𝑆(𝑎, 𝑟)⏟  
𝑎∉

⊊ 𝐵[𝑎, 𝑟]⏟  
𝑎∈

 

 

,B(aלתאר     :דוגמה r), B[a, r],S[a, r] במרחב(X,d )  . 

,S[aלמשל:  r]

a

0 1

\ { } 1

r

X r


  



 
 
 

      )המשיכו  !(.......             

 

)3:   ב דוגמה , )d          
1
3

[0, ] 3B             

  הסבר:  
1 1

33 3
[0, ] { : ( ,0) } { : 3 | } 3B x d x x x      

 

 (  לבדוק !)  :תכונות

0א(  < 𝑟1 ≤ 𝑟2 ⇒ 𝐵𝑟1(𝑎) ⊆ 𝐵𝑟2(𝑎). 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐵𝑟(𝑎))ב(  ≤ 2𝑟     (.. דוגמה ?)לא תמיד שווה 

𝐴ג(  ⊆ 𝑋  חסומה⇔ ∃𝑧 ∈ 𝑋, ∃𝑟 > 0: 𝐴 ⊆ 𝐵𝑟(𝑧). 

,𝐵𝑑𝑌(𝑦    (כדור בתת מרחבד( ) 𝜖) = 𝐵(𝑦, 𝜖) ∩ 𝑌 

)ה(   , ) ( , )dd B a r B a r       

 

,B(aלתאר    :דוגמה r)  במרחבים
2 2 2

1( ,d ),( ,d ),( ,d)max   



7 
 

 

 

 

:𝑓 הגדרה: (𝑋, 𝑑) → (𝑌, 𝜌)  אומרים ש  .מטריים( –)בין מרחבים– 𝑓  

,𝑥1∀ , כלומרשומרת מרחקיםאם  מטריאיזושיכון  𝑥2 ∈ 𝑋: 𝜌(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) = 𝑑(𝑥1, 𝑥2) 

}אם       איזומטריה
𝑓(𝑋) = 𝑌

𝑓 שומרת מרחקים
 

 איזומטרי תמיד חח"ע. שיכון כל טענה:

𝑥1אם   הוכחה: ≠ 𝑥2 נניח ש      𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

0   אז לכן  = 𝜌(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) = 𝑑(𝑥1, 𝑥2) >⏟
𝑚1

0 

 בסתירה!

∎ 

f:שימו לב:  אם  X Y  שיכון  איזומטרי אם ורק אם: ( )f X f X   .איזומטריה 



8 
 

 תכונות מטריות.בתפקיד של איזומורפיזמים. ז"א יש אותן  𝑀𝑒𝑡𝑟איזומטריה ב     הערה:

 

 [8,10] ≄ [1,2] ≃ [5,6] 

 יחידות בממשיים היא איזומטריה  4הזזה ל הסבר:    

4
: , 4T x x    

,1]    משרה איזומטריה   2] [5,6]   

x,קיימות נקודות    [8,10]ב   y  כך ש( , ) 2d x y  [1,2]אבל לא ב  . 

 (קוטר נשמר ע"י איזומטריה)הסבר אחר: המרחבים עם קוטר שונה. אבל 

 שיכון איזומטרי לינאר
m n

     לכלm n ()להשלים 

   כל הזזה: )(a aT E E T v a v      במרחב נורמיa E   .היא איזומטריה 

1הסבר:    2 1 2|| ( () ) || || ||a v a v v v     

 

  כל הזזה: )(a aT T a xx    במרחב( , )pd   .היא איזומטריה 

 להשלים()

 5( , )d   3לא איזומטרי עם( , )d   . 

)5ב  הסבר:    , )d    קיימות נקודות,x y  כך ש
1

5 5
( , )d x y  3אבל לא ב( , )d  . 

   2קיים שיכון איזומטרי

n l  . 

דומה למקרה של        להשלים()
m n

   לכלm n . 

   2קיים שיכון איזומטרי,( )d l  . 

הסבר מהיר:   
2 2

, },( ) { :n ne e
d nn     . איזומטריה 

  מרחב הילברט סדרתי    הערה:

1

2

2 1 2{ ( , , ) : }
i

i

xl x x x




         

1

2|| ||:
i

i

xx




               

1

, :
i

i

ixx y y




    )מכפלה סקלרית )פנימית 

 

  סדרותהתכנסות 

: היא פונקציה 𝑋בקבוצה nxסדרה הגדרה )תזכורת(: {1, 2, } , ( ) nf X n f n x    . 

  תת סדרה
knx     1היא צמצום הפונקציה על  תת קבוצה אינסופית 2 3n n n  
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aל   מתכנסת 𝑥𝑛אומרים שסדרה  הגדרה: X   במרחב(𝑋, 𝑑)   

limונסמן   n
n

x a


   או(
d

nx a   )מתקיים:     אם 

lim:        1הגדרה 
𝑛→∞

𝑑(𝑎, 𝑥𝑛) = 0      

) סביבה-:   כל 2הגדרה  , )B a    שלa   מכילה כמעט כל האיברים של הסדרהnx  

0    :3הגדרה  ( , )
n

n n n d a x
 

        

 

דוגמה:  ב  
3

( , )d       lim3 0
n

n

          

𝑑3(3       הסבר:   
𝑛 , 0) =

1

3𝑛
→ 0   . 

 

  :הערה

  סדרה קבועה לבסוף תמיד מתכנסת )ברור מה הגבול !( בכל מרחב( , )X d . 

  ברור מה הגבול !(תת סדרה של סדרה מתכנסת גם מתכנסת( 

  נניחd         אז .𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎       𝑥𝑛

𝜌
→ 𝑎        . 

0  הסבר: ( , ( ,) ) 0n na x d a x     תכונת סנדוויץבעזרת ( , ) 0na x   . 

  התכנסות ב
n

 רכיב.               -היא התכנסות רכיב 

כי    רכיב" -התכנסות גוררת "התכנסות רכיב  הסבר:
( ) ( )

0 || || || || 0
k

mm m
v vu u 

     

 (|| ||kx נורמה לפי קואורדינטה ה -"סמיk)שהגדרנו  " 

גם ההפך נכון. תשתמשו בזה ש  

1

|| ||
n

k

k

v


   ."נורמה של הסכום" 

 

   רכיב. -שמתכנסת רכיב 2l: תנו דוגמה של סדרה לא מתכנסת ב תרגיל

 הסדרה הבאה מתכנסת רכיב רכיב לווקטור האפס      הסבר:
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1

2

3

(1,0,0,0 )

(0,1,0,0 )

(0,0,1,0 )

e

e

e






     { }n ne כי לא מתכנסת  ( , ) 2i jd e e i j      

)3לפי האיור הבא תרכיבו ניסוח לתרגיל אפשרי לגבי מ"מ   תרגיל:* , )d   

 

המרחב אפשר להציג כאיחוד של שלושה כדורים סגורים עם רדיוס ניסוח אפשרי: 
1
3

 . 

1הסבר:     1 1
3 3 3

[0] [1] [2] 3 (3 1) (3 2)B B B        

 

𝑎נק'  הגדרה: ∈ 𝑋  מבודדתנקראת (isolated אם )  ∃𝜖 > 0:   𝐵(𝑎, 𝜖) = {𝑎} 

 ...  או ב  א. אין נקודה מבודדת ב   דוגמאות:

𝑋מבודדת בתת מרחב   3ב. נקודה                =  .  של     {3}⋃[0,1]

 

)מ"מ  :הגדרה , )X d ב  אם כל נקודה  דיסקרטי אנקרX  .מבודדת 

   , , כל  מרחבX  ם. יידיסקרט םה 0-1עם מטריקת 

 

 (Hamming distance) 

בקבוצה             
1 2

( ) {( , , ) : {0,1} 0 }
i i

F x x x k x i k        

 
i

iiH yxyxd ||),( 

( )( , )
H

F d    .מרחב מטרי כך שהטופולוגיה שלו היא דיסקרטית 

),(המשמעות של  yxd H  המיליםהיא  מספר ההבדלים בין yx,   . 

)מ"מ  )( , )
H

F d  משוכן לתוך מרחב נורמי

1

1 1 2 |{ ( , , ) : | }
i

i

xl x x x




     . 
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                                                                                                                                               2022אילן,  -קורס טופולוגיה, אוניברסיטת בר

    סילבוס    wikiאתר הקורס    אתר המרצה    th.biu.ac.ilmegereli@maמיכאל מגרל  מרצה:

 

 2הרצאה 

 

)מטרינקודה מבודדת במרחב  a  :משפט , )X d  אם ורק אם 

lim nx a  גורר שהסדרה
nx  1היא בהכרח קבועה לבסוף, , , , ,mx x a a . 

   .aשמתכנסת ל  איברים שוניםשקיימת סדרה עם לא מבודדת אז  aאם  :יותר נוכיחבכיוון שני 

0מבודדת אז קיים  aאם :  הוכחה   כך ש(a, ) {a}B   . 

limנניח ש )כיוון ראשון(      nx a  . 

nהנ"ל קיים  עבור    כך ש(a, ) {a}nx B   אז הסדרה היא לבסוף .. 

 

 לא מבודדת.  a נקודהכעת ש נניח)כיוון שני( 

   .aשמתכנסת ל  איברים שוניםשקיימת סדרה עם  :נוכיח

1xנבחר  a  אם לא קיים אז המרחב הוא נקודון({ }a X    .)והנקודה מבודדת 

10נעיר ש  ( , )d a x  כי( , )X d ומתקיימת  מרחב מטרי
1m . 

1  נבחר 10 min{ ( , ),1}d a x    

2לא מבודדת קיים  aבגלל ש  1 2( , ),x B a x a  . 

2נעיר ש  1x x   2כי 1( , ) ( , )d a x d a x  2.       וגם( , ) 1d a x . 

 

 נמשיך בצורה רקורסיבית את הבנייה.  

,1אם כבר הגדרנו , nx x  )1)שונים 1( , ) ( , ) ( , )n nd a x d a x d a x    

a

mailto:megereli@math.biu.ac.il
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/TOP.html
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/TOP.html
https://math-wiki.com/index.php?title=88-222_%D7%AA%D7%A9%D7%A4%D7%91_%D7%A1%D7%9E%D7%A1%D7%98%D7%A8_%D7%91_%D7%AA%D7%99%D7%9B%D7%95%D7%A0%D7%99%D7%A1%D7%98%D7%99%D7%9D
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/syl_8822205.pdf
https://u.math.biu.ac.il/~megereli/syl_8822205.pdf
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1עם התנאי    aולא שווים ל 
1

( , )k k
d a x


 1 k n   

10שמקיים      nאז נבחר   min{ ( , ), }n n n
d a x  

1nx נבחרו     כך ש
1 1( , ) ,n n nd a x x a       שוב(,  שימו לב שa לא מבודדת) 

אז     
1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n nd a x d a x d a x d a x     . 

lim  וכך נקבל סדרה עם איברים שונים  nx a  1לכל  כיn    1
1

0 ( , )n n
d a x


   . 

 

 

)הוכיחו שלא קיימת נקודה מבודדת ב  תרגיל: , )pd   . 

     הסבר:
pdna p a a           סדרה עם איברים שונים שמתכנסת לa  . 

 

 

     כך ש  𝑓𝑛קיימת סדרה  𝐶[0,1] -ב      דוגמה:

{
𝑓𝑛
𝑑1
→ 𝜃

𝑓𝑛 ↛
𝑑𝑚𝑎𝑥

𝜃
 

  𝑑1(𝑓1, 𝑓2) ≔ ∫ |𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥)|𝑑𝑥
1

0
        𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑓1, 𝑓2) ≔ max

0≤𝑥≤1
|𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥)| . 

 הסבר: 

𝑓𝑛(𝑥)         (𝐶[0,1] -ב נגדיר סדרה של פונקציות )סדרה   = 𝑥
𝑛 , 𝑥 ∈ [0,1]    𝜃(𝑥) = 0 

 

𝑑1(𝑓𝑛, 𝜃) = ∫ |𝑓𝑛(𝑥) − 0|𝑑𝑥
1

0

= [
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
]
𝑥=0

𝑥=1

=
1

𝑛 + 1 𝑛→∞
→   0 

lim
𝑛→∞

𝑑1(𝑓𝑛, 𝜃) = 0           𝑓𝑛
𝑑1
→ 𝜃 
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 מצד שני 

𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑓𝑛, 𝜃) = max
0≤𝑥≤1

|𝑓𝑛(𝑥) − 0(𝑥)| = max
0≤𝑥≤1

𝑥𝑛 = 1 ↛ 0 

⇒ 𝑑𝑚𝑎𝑥(𝑓𝑛, 𝜃) ↛ 0 

⇒ 𝑓𝑛 ↛
𝑑𝑚𝑎𝑥

𝜃 

,𝑎]באופן דומה לכל  תרגיל: 𝑏]  ,𝑎 < 𝑏. 

 

  הגדרות:

,𝑑א( נניח  𝜌  אותה קבוצהמטריקות על 𝑋 אומרים ש .– 𝒅  דומיננטי ביחס ל– 𝝆 :אם 

𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑥𝑛

𝜌
→ 𝑎  

𝑥𝑛לכל סדרה  ∈ 𝑋. 

 אם יש אותה התכנסות. ז"א  )"שקולות"( 𝒅~𝝆 -ב( אומרים ש 

𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇔ 𝑥𝑛

𝜌
→ 𝑎  

     תכונות פשוטות:

1 ) 𝑑 ~ 𝑐 ⋅ 𝑑 ,𝑐 >  קבוע. 0

2 ) ⇐  𝜌 ≤ 𝑐𝑑 𝑑  דומיננטי ביחס ל– 𝜌    .)'הסבר: דרך תכונת הסנדוויץ( 

 )או כל מטריקה עם טופולוגיה דיסקרטית( דומיננטית ביחס לכל מטריקה.  1-0(  מטריקת 3

נקבל מרחב דיסקרטי. כל נקודה מבודדת. במרחב כזה יש רק  1-0הסבר: כי לגבי מטריקת 

התכנסות קבועה לבסוף. מצד שני כל סדרה שהיא קבועה לבסוף מתכנסת לגבי כל מטריקה 

 על אותה קבוצה. 

 

,𝐶[𝑎בקבוצה  𝑑1 -דומיננטי ביחס ל  𝑑𝑚𝑎𝑥     דוגמה: 𝑏]. 

𝑑1  –מ"ל     הסבר: ≤ 𝑐 ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥. 

1‖⋅‖  –"ל ש              ≤ 𝑐 ⋅ ‖⋅‖𝑚𝑎𝑥. 

‖𝑓‖1 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑚𝑎𝑥|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ (𝑏 − 𝑎)⏟    
𝑐>0 קבוע

⋅ max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)|
⏟      
=‖𝑓‖𝑚𝑎𝑥

 

1‖⋅‖הוכחנו     ≤ (𝑏 − 𝑎) ⋅ ‖⋅‖𝑚𝑎𝑥. 

 

𝑋        דוגמה: ≔ ℝ𝑛.              𝑑𝑚𝑎𝑥  ~ 𝑑 ~ 𝑑1 

𝑑𝑚𝑎𝑥     הסבר: ≤ 𝑑 ≤ 𝑑1 ≤ 𝑛 ⋅ 𝑑𝑚𝑎𝑥 
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 שלושת המטריקות הנ"ל שונות אבל יש אותה התכנסות. מסקנה:

 הטופולוגיות שוות! – בהמשך נוכיח

 

,𝑋): )טופולוגיה של חשובה הגדרה 𝑑) ) 

,𝑋) מ"פ נגדיר טופולוגיה של 𝑑) ב  פתוחותקבוצות -כאוסף של כל תתX :נסמן . 

𝒕𝒐𝒑(𝒅) = 𝑡𝑜𝑝(𝑋, 𝑑) ≔ {(𝑋, 𝑑) קבוצות פתוחות ב} 

 מוגדרת כך:  "קבוצה פתוחה"כאשר 

𝑋 -אומרים ש  ⊇ 𝑂 מתקיים: (פנימית)כל נקודה שלה  היא פתוחה אם 

 𝑥 ∈ 𝑂 ⇒ ∃𝜀𝑥 > 0 ∶ 𝐵𝜀𝑥(𝑥) ⊆ 𝑂  

 

Aתת קבוצה  שימו לב: X ב  לא פתוחה( , )X d  נקודה  קיימתאם"םa A כך ש 

( , )B a   לא מוכל בA   0לכל  . 

 

∅מכאן ברור למשל הערה:  ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑). 

 

𝑟∀ משפט: > 0, ∀𝑎 ∈ 𝑋, ∀(𝑋, 𝑑) ∶ 𝐵𝑟(𝑎) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑)  . 

                                        )ז"א "כדור פתוח" קבוצה פתוחה(.

                                          

,𝑑(𝑎 הרעיון:      הוכחה: 𝑥) + 𝑟𝑥 < 𝑟. 

0                 כך: 𝑟𝑥מכאן ניקח כל מס'  < 𝑟𝑥 < 𝑟 − 𝑑(𝑎, 𝑥)⏟      
חיובי

𝑥∈𝐵𝑟(𝑎) כי

 

𝐵𝑟𝑥(𝑥)נוכיח  ⊆ 𝐵𝑟(𝑎). 

𝑦נניח  ∈ 𝐵𝑟𝑥(𝑥)  צ"ל ,- 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑎). 

𝑑(𝑎, 𝑦) ≤⏟
𝑚3

𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑟𝑥 < 𝑟 

⇒ 𝑑(𝑎, 𝑦) < 𝑟 
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𝑦ז"א  ∈ 𝐵𝑟(𝑎). 

𝑥זה קורה עבור כל  ∈ 𝐵𝑟(𝑎)  ועבור(𝑟𝑥  ולכן )מתאים𝐵𝑟(𝑎)  .קבוצה פתוחה 

 

 

))}כדורים פתוחים{  בסיס לטופולוגיה  תוצאה: )top d)   

      𝑡𝑜𝑝(𝑑) ∋ 𝑂 = ⋃ 𝐵𝜖𝑥(𝑥)𝑥∈𝑂 

 התנאים הבאים שקולים: 

1 )∅ ≠ 𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑). 

2 )= 𝑂 ."איחוד של "כדורים פתוחים 

 

)הוכיחו שלכל  תרגיל: , ( ))X top d  :מתקיים 

1(t  , ( )X top d  

2(t  
1 2 1 2, ( ) ( )O O top d O O top d     (פתוח )חיתוך סופי של קבוצות פתוחות גם 

3(t  ( ) ( )i i

i I

i I O top d O top d


     (פתוח )איחוד של קבוצות פתוחות גם 

1 הערה: 2 3{ , , }t t t  אקסיומות של טופולוגיה" על קבוצה"X  .בצורה אבסטרקטית 

 

  אחד מהמתמטיקאים שהשפיעו על טופולוגיה בצורה מאוד חזקה היה  הערה: 

Felix Hausdorff על החיים ומותו הטרגי בתקופת הנאצים בגרמניה ממליץ לקרוא . 

 https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff  

 

  (:Hausdorffמשפט )תכונת 

,𝑋)נניח  𝑑) יש סביבות זרות.שונות נקודות  2. אז לכל מרחב מטרי 

𝑎                   הוכחה: ≠ 𝑏
𝑚1
⇒ 𝑑(𝑎, 𝑏) > 0 

0      ניקח < 𝜖 ≤
𝑑(𝑎,𝑏)

2
. 

𝐵𝜖(𝑎) אז  ∩ 𝐵𝜖(𝑏) =  נבדוק ! .∅

𝑥 ∃                :  שלאאם נניח  ∈ 𝐵𝜖(𝑎) ∩ 𝐵𝜖(𝑏) 

{
𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝜖

𝑑(𝑏, 𝑥) =⏞
𝑚2

𝑑(𝑥, 𝑏) < 𝜖
 

https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff
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,𝑑(𝑎            נחבר: 𝑏) ≤⏟
𝑚3

𝑑(𝑎, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑏) < 2𝜖 

⇒ 𝑑(𝑎, 𝑏) < 2𝜖 

          סתירה לבחירה

                                  

 גבול סדרה הוא יחיד )אם קיים(. מטריבמרחב  משפט )יחידות הגבול(:

lim       אם נניח בשלילה     הוכחה:
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎         lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏      𝑎 ≠ 𝑏                                                   

 ( יש סביבות זרות Hausdorff)תכונת   לפי משפט

𝐵𝜖(𝑎) ∩ 𝐵𝜖(𝑏) = ∅ 

 .𝐵𝜖(𝑏) -וגם ב  𝐵𝜖(𝑎) -נמצאים ב  𝑥𝑛מצד שני, כמעט כל האיברים 

               מש"ל. ⇐מכאן סתירה  

 

 מטרי אין יחידות הגבול(-)במרחב פסאודו דוגמה נגדית

𝑋מטרי -במרחב פסאודו = (ℝ2, 𝜌1)   עם  𝜌1(𝑥, 𝑦) ≔ |𝑥1 − 𝑦1| 

𝑥𝑛    ניקח את הסדרה = (1 +
2

𝑛
, 7) → (1, 𝑦)     ∀𝑦 ∈ ℝ 

 אין יחידות של הגבול! )צריך לשים לב שזאת לא מטריקה(.

 דומטרי עם יחידות הגבול הוא תמיד מרחב מטרי. -: הוכיחו שמרחב פסאותרגיל

 

 הערה:

,𝑋) ב  𝑑)  ,מ"פ𝑎 ∈ 𝑋 ,𝑥𝑛 :סדרה. התנאים הבאים שקולים   

1)  lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) = 0       (𝑑(𝑥𝑛, 𝑎)
ℝ
→ 0.) 

2)  ∀𝜖 > 0  ∃ 𝑁 ∈ ℕ , 𝑛 > 𝑁: 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) < 𝜖. 

,B(a)ז"א בכל 𝑎סביבה של -𝜖( בכל 3 ) ).נמצאים כמעט כל האיברים של הסדרה 

 .𝑶 , כמעט כל האיברים נמצאים ב 𝒂שמכילה את  𝑶( בכל קבוצה פתוחה 4

 

,𝑋)במרחב  𝐴ת"ק    הגדרה: 𝑑)  אם המשלים קבוצה פתוחה. סגורהנקראת 

:           ז"א אם  \ ( )
c

A X C top d  

  )"כדור סגור"( הוא סגור. 𝐵𝑟[𝑎]    למשל:

 )יש הוכחה פשוטה גם דרך רציפות פונקציות !(    ! לבדוק 
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 חיתוך של קבוצות סגורות סגור.  .סגורות סגורשל קבוצות  סופיאיחוד    :טענה

 .  מורגן-ניתן להוכיח את זה ע"י התכונות של קבוצות פתוחות וחוקי דהרמז: 

 

 מטרי(. -הוכיחו שכל נקודון סגור במרחב מטרי )ושזה לא נכון במרחב פסאודו תרגיל:

 קבוצה סופית במרחב מטרי היא סגורה.  כל תת :הסיקו

 הוכיחו שכל קבוצה סגורה במרחב מטרי = חיתוך בן מנייה של קבוצות פתוחות.  תרגיל:

 

 מרחב מטרי שלםסדרות קושי ו

 

,𝑋) הגדרה: 𝑑)  מ"מ. סדרה𝑥𝑛 ∈ 𝑋, 𝑛 ∈ ℕ  קושיסדרת נקראת (𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦)  אם לכל𝜖 > 0 

𝑛𝜖קיים  ∈ ℕ :כך ש 

𝑑(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) < 𝜖 

 

𝑖, 𝑗 ≥ 𝑛𝜖 

 )לבדוק!(.   סדרת קושי 𝑥𝑛אז   𝑋 מתכנסת ב  𝑥𝑛אם    הערה:

 לכן אם ססדרה לא ס"ק אז גם לא מתכנסת. 

 למשל:  

1

2

3

(1,0,0,0 )

(0,1,0,0 )

(0,0,1,0 )

e

e

e






     { }n ne כי לא מתכנסת  ( , ) 2i jd e e i j      

 

,𝑋)מ"מ  הגדרה: 𝑑)  שלםנקרא (𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑒)  אם לכל סדרת קושי𝑥𝑛 ב 𝑋  גבול ביש-𝑋. 

 

,𝐸מ"נ ) הגדרה: ,𝐸)( אם 𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒) מרחב בנך( נקרא ‖⋅‖ 𝑑‖⋅‖) שלם. 

     דוגמאות:

 
max

|| . || || . || || . || || . ||max 2( [ , ], ), ( , ), ( , ), ( , )
צ

n n n

C a b  מרחבי Banach 

 || . || || . ||1 2( [ , ], ), ( [ , ], )C a b C a b    מרחבי  לאBanach   

,𝑓〉הערה:      𝑔〉 ≔ ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

https://en.wikipedia.org/wiki/Complete_metric_space
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,𝐶[𝑎 -מכפלה פנימית ב  𝑏] :שממנה מקבלים נורמה  ‖𝑓‖2 ≔ √∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 

,𝐶([𝑎על מרחב הפונקציות  𝑑2הנורמה מגדירה מטריקה  𝑏]). 

  נגדיר  𝑙∞ ≔ {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … )|‖𝑥‖∞ = sup
𝑖∈ℕ
|𝑥𝑖| <  Banach מרחב      {∞

  .חסומותסדרות של  Banachמרחבה 

 Sעל קבוצה  פונקציות חסומותמרחב    :הכללה

𝑙∞(𝑆) ≔ {𝑓: 𝑆 → ℝ|ℝ  חסום ב 𝑓(𝑆)} 

‖𝑓‖∞ ≔ sup
𝑥∈𝑆
|𝑓(𝑥)| 

 מקרים פרטיים: 2

1 )𝑆 = ℕ אז נקבל את ,𝑙∞(ℕ) = 𝑙∞. 

2 )𝑆 = {1,2, … , 𝑛} אז נקבל את ,(ℝ𝑛, 𝑑𝑚𝑎𝑥). 

 

𝑋    דוגמה: = (ℤ, 𝑑𝑝) מ"מ לא שלם ! 

𝑝עבור  נניח = 3:                  𝑥𝑛 = 1 + 3 + 3
2 +⋯+ 3𝑛−1 

  )פרטים בתרגול(.   𝑋 סדרת קושי שלא מתכנסת ב 

 

 הערה:

 תכונות מאוד חשובות של שלמות: שתי

( שלמות נשמרת בקבוצות סגורות )אם מרחב הוא שלם, אז גם תת קבוצה סגורה שלו 1

 יקת הצמצום(.רלגבי מט שלמה

,𝑌)( נניח 2 𝑑𝑌)  תת מרחב מטרי של(𝑋, 𝑑) אז אם .(𝑌, 𝑑𝑌)  שלם אז𝑌 ב  סגורה– 𝑋. 

 . היא "סגורה בנוגע להתכנסות" ⇔היא סגורה  תת קבוצה רמז:

 

 פונקציות רציפות

 

,𝑋)נניח  הגדרה )רציפות(: 𝑑) ,(𝑌, 𝜌)  מרחבים. פונקציה𝑓: 𝑋 → 𝑌  רציפה בנקודה נקראת

𝒂 ∈ 𝑿 :אם 
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∀𝜖 > 0 ∃𝛿 > 0: 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝛿 ⇒ 𝜌(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥)) < 𝜖  

𝑓  כאשר רציפהנקראת ,𝑓   רציפה בכל נקודה𝑎 ∈ 𝑋. 

𝑓      נסמן: ∈ 𝐶(𝑋, 𝑌)     . אם𝑌 = ℝ נסמן: אז 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋). 

 

 uniformly continuous   רציפה במידה שווה )במ"ש( 𝑓 –אומרים ש  הגדרה:

  . ז"א 𝑎 אין תלות ב 𝛿אם בבחירה של 

∀𝜖 > 0 ∃𝛿: 𝑑(𝑥1, 𝑥2) < 𝛿 ⇒ 𝜌(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) < 𝜖 

𝑓 ∈ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑌)  

 

0( לגבי המקדם 𝐿𝑖𝑝𝑠𝑐ℎ𝑖𝑡𝑧) תנאי ליפשיץמקיימת  𝑓אומרים ש   הגדרה: < 𝑐 :אם 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋: 𝜌(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2)) ≤ 𝑐 ⋅ 𝑑(𝑥1, 𝑥2)  

𝑓       נסמן  ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑐(𝑋, 𝑌)        𝐿𝑖𝑝(𝑋, 𝑌) = ⋃ 𝐿𝑖𝑝𝑐(𝑋, 𝑌)𝑐>0 

 

,𝐿𝑖𝑝(𝑋                  תמיד: 𝑌) ⊂ 𝑈𝐶(𝑋, 𝑌) ⊂ 𝐶(𝑋, 𝑌) 

   
 

 מאנליזה:דוגמאות 

𝑓(𝑥)    רציפה אבל לא במ"ש = 𝑥2 , 𝑓: ℝ → ℝ      

𝑓(𝑥)     רציפה במ"ש אבל לא ליפשיץ = √𝑥 , 𝑓: [0,1] → ℝ    

 

                (.אבל לא ההפך ! תנו דוגמה) 1כל שיכון איזומטרי פונקצית ליפשיץ עם מקדם  הערה:

,𝑋) אם קיימת איזומטריה, נסמנה   :סימון 𝑑) ≃ (𝑌, 𝜌)  

 )מרחבים מטריים(.   Metr באוסףזהו "יחס שקילות"  

1 )(𝑋, 𝑑) ≃ (𝑋, 𝑑)  .)פ' הזהות( 

2 )(𝑋, 𝑑) ≃ (𝑌, 𝜌) ⇐ (𝑌, 𝜌) ≃ (𝑋, 𝑑)  .)פ' הופכית( 

3 )  {
(𝑋1, 𝑑1) ≃ (𝑋2, 𝑑2)

(𝑋2, 𝑑2) ≃ (𝑋3, 𝑑3)
⇒ (𝑋1, 𝑑1) ≃ (𝑋3, 𝑑3)            (ההרכבה) 
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 דוגמאות:

:𝑇𝑣   מרחב נורמיב הזזה( 1 𝐸 → 𝐸       𝑇𝑣(𝑥) = 𝑣 + 𝑥  הוכחנו תמיד איזומטריה( .) 

)תבדקו ש   (0 , )) ( , )v ET B r B v r   לכן ., ( , ) ( , )u v E B v r B u r   . 

2 ) )𝐿𝑖𝑝1(𝐸, ℝ) ∋ 𝑓: 𝐸
‖⋅‖
 מרחב נורמי. 𝐸כאשר  ,(∞,0] →

‖𝑢‖|                 הסבר: − ‖𝑣‖| ≤⏟
𝑐=1

‖𝑢 − 𝑣‖ 

3  )𝐿𝑖𝑝1(𝑋,ℝ) ∋ 𝑓𝐴: 𝑋 → ℝ :המוגדרת ע"י     𝑓𝐴(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝐴) 

,𝑑(𝑥|    חשובשימוש באי שוויון  הסבר: 𝐴) − 𝑑(𝑦, 𝐴)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 

,𝑌)נניח  (:𝑯𝒆𝒊𝒏𝒆משפט )עיקרון  𝜌), (𝑋, 𝑑)  מרחבים נתונים. אז עבור הפונקציה𝑓: 𝑋 → 𝑌 

 התנאים הבאים שקולים:

1 )𝑓 .רציפה 

2 )𝑓 כלומר,     שומרת על התכנסות(𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑓(𝑥𝑛)

𝜌
→ 𝑓(𝑎).) 

𝑂∀  ז"א)   פתוח( המקור של קבוצה פתוחה גם 3 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑓−1(𝑂) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑)) 

 

 קודם נדון כמה תוצאות. לפני ההוכחה

 

,𝑑 -נניח ש  משפט )השוואת טופולוגיות(: 𝜌  מטריקות על אותה קבוצה𝑋 אז התנאים .

 הבאים שקולים:

1 )𝑡𝑜𝑝(𝜌) ⊆ 𝑡𝑜𝑝(𝑑). 

2 )𝑑  דומיננטי ביחס ל 𝜌.    ז"א      𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑥𝑛

𝜌
→ 𝑎 

𝑥    הזהות" נגדיר את "פונקצית   הוכחה: ↦ 𝑥     (𝑋, 𝑑)
𝑖𝑑
→ (𝑋, 𝜌) 

 נשתמש במשפט )עיקרון היינה(.

𝑓 -כש  = 𝑖𝑑 אז ,𝑓−1(𝑂) = 𝑂 מעיקרון היינה יהיה  3. לכן תנאי– 

∀𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

⇒ 𝑡𝑜𝑝(𝜌) ⊆ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

 בעיקרון היינה נותן לנו ישירות את התנאי השני במשפט שלנו. 2תנאי 

∎ 
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 התנאים הבאים שקולים: תוצאה:

1 )𝑡𝑜𝑝(𝑑) = 𝑡𝑜𝑝(𝜌). 

2 )𝜌 ~ 𝑑. 

 כיוונים במשפט הקודם.שני     ! נובע מיד   הסבר:

 

 דוגמה:

1 )𝑋 = ℝ𝑛               𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥) = 𝑡𝑜𝑝(𝑑) = 𝑡𝑜𝑝(𝑑1) 

 𝑑𝑚𝑎𝑥 ~ 𝑑 ~ 𝑑1כי          

2 )   𝑋 = 𝐶[𝑎, 𝑏] (𝑎 < 𝑏)                   𝑡𝑜𝑝(𝑑1) ⊊ 𝑡𝑜𝑝(𝑑𝑚𝑎𝑥) 

   )כי )מוכל𝑑𝑚𝑎𝑥  דומיננטי ביחס ל- 𝑑1:      𝑑1 ≤ (𝑏 − 𝑎)𝑑𝑚𝑎𝑥 

 לכן לפי משפט ההשוואה נקבל שיש הכלה של הטופולוגיות.

   )כי קיימת סדרה  הכלה ממשכעת, יש )לא שווה𝑓𝑛  ב- 𝐶[𝑎, 𝑏] (𝑎 < 𝑏 וגם סדרה )𝑓  

,𝐶[𝑎 -ב  𝑏]  כך ש    𝑓𝑛
𝑑1
→ 𝑓 , 𝑓𝑛 ↛

𝑑𝑚𝑎𝑥
𝑓 

 .[0,1] -ראינו דוגמה בהרצאה ב      
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 3הרצאה 

 

,𝑌)נניח  (:𝑯𝒆𝒊𝒏𝒆משפט )עיקרון  𝜌), (𝑋, 𝑑)  מרחבים נתונים. אז עבור הפונקציה𝑓: 𝑋 → 𝑌 

 התנאים הבאים שקולים:

1 )𝑓 .רציפה 

2 )𝑓 כלומר,    שומרת על התכנסות(𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑎 ⇒ 𝑓(𝑥𝑛)

𝜌
→ 𝑓(𝑎).) 

𝑂∀  ז"א)   קבוצה פתוחה גם פתוח( המקור של 3 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑓−1(𝑂) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑)) 

                                              הוכחה:

(2) ⇐ (1): 

𝑥𝑛נתון ש  
𝑑
→ 𝑎.   צ"ל- 𝑓(𝑥𝑛)

𝜌
→ 𝑓(𝑎). 

𝑓  רציפה⇐ 𝑓  רציפה בנקודה𝑎 ∈ 𝑋. 

∀𝜖 > 0 ∃𝛿 > 0: 𝑓(𝐵𝛿(𝑎)) ⊆ 𝐵𝜖(𝑓(𝑎))          ( הגדרת𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 .) 

 :𝐵𝛿(𝑎)נמצאים בכדור  𝑥𝑛לפי הגדרת התכנסות, כמעט כל האיברים של 

∃𝑛0 ∈ ℕ: ∀𝑛 ≥ 𝑛0: 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝛿(𝑎) 

 𝐵𝜖(𝑓(𝑎))סביבה:  - 𝜖נמצאים ב   𝑓(𝑥𝑛) הסדרה כמעט כל האיברים של אז

𝑓(𝑥𝑛)         לכן הוכחנו:
𝜌
→ 𝑓(𝑎) . 

(3) ⇐ (2): 

    לא מתקיים. ז"א: (3)נניח בשלילה ש  

∃𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌): 𝑓−1(𝑂) ∉ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

,𝑋)לא פתוחה ב   𝑓−1(𝑂)פתוחה בעוד ש   𝑂כלומר  𝑑).  

𝑎∃  "לא פנימית"ז"א קיימת נקודה  ∈ 𝑓−1(𝑂): ∀𝜖 > 0  𝐵𝜖(𝑎) ⊈ 𝑓
−1(𝑂) 
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𝜖עבור כל  ≔
1

𝑛
𝑥𝑛קיים   ∈ 𝑋  כך ש 

{
𝑥𝑛 ∈ 𝐵1

𝑛

(𝑎)

𝑥𝑛 ∉ 𝑓
−1(𝑂)

 

⇒ {
𝑑(𝑎, 𝑥𝑛) <

1

𝑛
𝑓(𝑥𝑛) ∉ 𝑂

 

,𝑑(𝑎  מהשורה הראשונה נובע ש 𝑥𝑛) <
1

𝑛
𝑥𝑛 - ולכן  

𝑑
→ 𝑎. 

𝑓(𝑥𝑛)  על מנת לקבל סתירה, מספיק להוכיח  ↛
𝜌

𝑓(𝑎)  . 

𝑓(𝑎) ∈ 𝑂 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌)  וכן𝑂  פתוחה ולכן𝑓(𝑎) ב  נקודה פנימית𝑂. 

𝜖אז קיים  > 𝐵𝜖(𝑓(𝑎))  כך ש   0 ⊆ 𝑂    

𝑓(𝑥𝑛)אבל מהשורה השנייה מקודם  ∉ 𝑂  ולכן∀𝑛: 𝑓(𝑥𝑛) ∉ 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) . 

𝑓(𝑥𝑛)   לכן  ↛
𝜌

𝑓(𝑎)  . 

(1) ⇐ (3): 

 רציפות "דרך כדורים". -- (1)בודקים את 

 

 

 

𝜖לכל  > 𝑂 –נתון  0 = 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝜌) .)למדנו שכל כדור פתוח הוא קבוצה פתוחה( 

𝑓−1(𝑂)            (3)לכן בגלל  = 𝑓−1 (𝐵𝜖(𝑓(𝑎))) ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑)        .גם פתוח 

𝑎אכן  ∈ 𝑓−1(𝑂) ולכן ,𝑎  נקודה פנימית, אז קיים𝛿 >   –כך ש  0

𝐵𝛿(𝑎) ⊆ 𝑓
−1(𝑂) 

⇒ 𝑓(𝐵𝛿(𝑎)) ⊆ 𝑓(𝑓
−1(𝑂)) ⊆ 𝑂 = 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) 

 



24 
 

 תנאים( אפשר להוסיף תנאי רביעי על קבוצות סגורות.  3)  𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒במשפט עקרון   הערה:

 ( מקור של קבוצה סגורה הוא גם סגור.   4

𝑓−1(𝐴𝑐):    הסבר מקוצר = (𝑓−1(𝐴))
𝑐

  

 𝐴  סגורה אם ורק אם𝐴𝑐 .פתוחה 

(3)ולכן  ⇔ (4). 

 

 דוגמאות:

1    )𝐷 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|
𝑥2

4
+
𝑦2

9
≤  .ℝ2 -סגור ב          {1

,𝐹(𝑥     הסבר: 𝑦) ≔
𝑥2

4
+
𝑦2

9
   𝐹:ℝ2 → ℝ 

 רציפה )פונקציה פולינומיאלית!(.

 

 סגור. למשל  ℝ3 -( כל מישור ב 2

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3| 2𝑥 + 3𝑦 − 4𝑧 + 5⏟          
𝐹(𝑥,𝑦,𝑧)

= 0} 

𝐷ניתן לכתוב כ   𝐷סגור, כי את  = 𝐹−1(0)  סגור ב  {0}ואכן- ℝ. 

 

,𝑋)( בכל מ"מ 3 𝑑):    𝐵𝑟[𝑎]    𝑆𝑟(𝑎)     .סגורות 

 הסבר:

:𝑓𝑎נגדיר פו'  𝑋 → ℝ  ,𝑓𝑎(𝑥) = 𝑑(𝑎, 𝑥) זוהי פונקציית ליפשיץ .– 𝑓𝑎 ∈ 𝐿𝑖𝑝1 ⊂ 𝐶(𝑋). 

𝑓𝑎
−1(−∞, 𝑟] = 𝐵𝑟[𝑎] ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑎, 𝑥) ≤ 𝑟} 

 גם סגור! 

 

4 )
1( ) det ( \{0})nGL   ,במרחב של מטריצות ריבועיות. פתוחהמטריצות הפיכות 

𝐺𝑙𝑛(ℝ) ⊂ 𝑀𝑎𝑡𝑛(ℝ) ≃
𝑚𝑒𝑡𝑟

ℝ𝑛
2
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,𝑋) הגדרות: 𝑑)  ,מ"מ𝐴 ⊆ 𝑋. 

 :𝑨" (𝐶𝑙𝑜𝑠𝑢𝑟𝑒 𝑜𝑓 𝐴)"הסגור של א( 

𝐴 ⊆⏟
𝑚1

𝐴̅ = 𝑐𝑙(𝐴) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|  𝑑(𝑥, 𝐴) = 0} 

 :(𝑠𝑒𝑞𝑢𝑒𝑛𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑢𝑟𝑒) "סגור סדרתי"ב( 

𝐴 ⊆⏟
סדרה קבועה

תמיד מתכנסת!

𝑠𝑐𝑙(𝐴) ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴: 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛} 

𝑠𝑐𝑙(𝐴)תמיד  מ"מבכל  :1משפט  = 𝑐𝑙(𝐴). 

𝑧(:   נניח ⊇)     הוכחה: ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴)  אז 

{
∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴
𝑧 = lim

𝑛→∞
𝑎𝑛

 

𝑑(𝑧, 𝑎𝑛)
𝑛→∞
→   0 

⇒ 𝑑(𝑧, {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ) = 0 

0 ≤ 𝑑(𝑧, 𝐴) ≤ 𝑑(𝑧, {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ) ⇒ 𝑑(𝑧, 𝐴) = 0 

⇒ 𝑧 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) 

(⊇ :) 

𝑧 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) 

⇒ inf
𝑎∈𝐴
𝑑(𝑧, 𝑎) = 𝑑(𝑧, 𝐴) = 0 

𝑛(    נקבל שלכל 𝑖𝑛𝑓)לפי הגדרת  ∈ ℕ  קיים𝑎𝑛 ∈ 𝐴  כך ש 

∀𝑛 ∈ ℕ: 0 ≤ 𝑑(𝑧, 𝑎𝑛) ≤
1

𝑛⏟
→0

 

𝑎𝑛מכאן               ∈ 𝐴 ⋀ lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑧 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴) 

                                                       

 

,𝑋)נניח  )קריטריון סגירות במ"מ(: 2משפט  𝑑)  ,מ"מ𝐴 ⊆ 𝑋:התנאים הבאים שקולים . 

1 )𝐴   סגורה ב𝑋    .)ז"א משלים לפתוחה( 

2 )𝐴 = 𝑠𝑐𝑙(𝐴)      (𝐴 .)סגורה לגבי הגבולות 

3 )𝐴 = 𝑐𝑙(𝐴). 

4 )𝐴  קבוצת אפסים" של פונ' רציפה )ז"א קיימת פ' רציפה"𝑋
𝑓
→ℝ  כך ש- 𝐴 = 𝑓−1(0).) 
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 הוכחה:

(2) ⇐ (1): 

𝐴 -נניח בשלילה ש  ≠ 𝑠𝑐𝑙(𝐴).  

𝐴 -אז )בגלל ש  ⊆ 𝑠𝑐𝑙(𝐴) 'קיימת נק )– 

{
𝑧 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴)
𝑧 ∉ 𝐴

 

{
𝑧 = lim𝑎𝑛  , ∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴

𝑧 ∉ 𝐴
 

{
𝑧 = lim𝑎𝑛  , ∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴

𝑧 ∈ 𝐴𝑐
 

𝐴  סגורה )נתון(. ז"א𝐴𝑐 פתוחה! 

 .𝐴𝑐נקודה פנימית של  𝑧ואז 

⇒ ∃𝑟 > 0: 𝐵𝑟(𝑧) ⊆ 𝐴
𝑐 

  –וזאת סתירה ל    𝐵𝑟(𝑧)לא נמצה בכדור   𝑎𝑛אז אף איבר של הסדרה 

{
𝑧 = lim𝑎𝑛
𝑎𝑛 ∈ 𝐴

 

(3) ⇐  .1בגלל משפט     :     (2)

(4) ⇐ (3): 

𝑓𝐴(𝑥)  נגדיר     = 𝑑(𝑥, 𝐴)       𝑓𝐴: 𝑋 → ℝ (!רציפה) 

𝑓𝐴
−1(0) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓𝐴(𝑥) = 0} = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝐴) = 0} = 𝑐𝑙(𝐴) =⏟

נתון 3

𝐴 

𝑓𝐴ולכן 
−1(0) = 𝐴. 

(1) ⇐  . מקור של נקודון 𝑓−1(0)" )מקור לסגור גם סגור( 𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒נפעיל "תוספת למשפט :(4)

 

 

,𝑋)במ"מ  הגדרה: 𝑑)  עבור𝐴 ⊆ 𝑋נגדיר , 

𝐴′ ≔ {𝑥 ∈ 𝑋|𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝐴\{𝑥})} =
𝑚𝑒𝑡𝑟

{𝑥 ∈ 𝑋|𝑥 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴\{𝑥})} ⊂ 𝑐𝑙(𝐴)  

 .𝑨נקודות ההצטברות של 

  

𝑧הוכיחו ש  תרגיל: ∈ 𝐴′   אם ורק אם קיימת סדרה בA שמתכנסת ב  עם איברים שוניםX 

 .   zלנקודה 

 משפט )על נקודה מבודדת( הוכחה של כיוון שני. תשתמשו בעובדה ש 1ראו בהרצאה  רמז:
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𝑑(𝑧, 𝐴\{𝑧}) =  לא מבודדת(.  zעל מנת לבנות סדרה מבוקשת )במקום העובדה בטענה ש  0

 

 דוגמאות:

1)  𝐴 = {
1

𝑛
|𝑛 ∈ ℕ}.  

𝐴′ = {0} 

𝐴′′ = ∅ 

2) 2 𝐴 = {(
1

𝑛
,
1

𝑚
) |𝑛,𝑚 ∈ ℕ}. 

𝐴′ = {(0,0), (
1

𝑛
, 0) , (0,

1

𝑚
)} 

𝐴′′ = {(0,0)} 

𝐴′′′ = ∅ 

3  ) =[0,1]A  

 אז     

𝐴′ = 𝐴 

 

 לבדוק לבד!(.בתירגול או )     תכונות )במ"מ(:

𝑐𝑙(𝐴)א(  = 𝐴 ∪ 𝐴′. 

A'סגורה  𝐴ב(  A  

 

 היא: 𝑋 -ב 𝐴אומרים שתת קבוצה  הגדרה:

 של קבוצות פתוחות. בן מנייהשווה לחיתוך  𝐴אם  "𝑮𝜹"קבוצת א( 

𝑂𝑛∃)ז"א  ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑), 𝑛 ∈ ℕ: 𝐴 = ⋂ 𝑂𝑛𝑛∈ℕ.) 

 של קבוצות סגורות. בן מנייהשווה לאיחוד  𝐴אם  "𝑭𝝈"קבוצת ב( 

, 𝑃𝑛 סגורה:𝑛∀)ז"א  ∃𝑃𝑛 ⊆ 𝑋:𝐴 = ⋃ 𝑃𝑛𝑛∈𝑁.) 

𝐴  הערה: ∈ 𝐺𝛿 ⇔ 𝐴𝑐 ∈ 𝐹𝜎 

 בכל מ"מ )מדוע ?(  𝑭𝝈וגם   𝑮𝜹קבוצת למשל:  כל נקודון 

 

    תרגיל:

,𝑋)"בעזרת פונקציה רציפה" הוכיחו שבמרחב מטרי  𝑑) : 

 .𝐺𝛿א( כל קבוצה סגורה היא 
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 𝐹𝜎ב( כל קבוצה פתוחה היא 

 

}  ( אםclopen) סגוחהנקראת קבוצה  𝐴 הגדרה:
𝐴 פתוחה

𝐴 סגורה
 

 דוגמאות:

1 )𝐴 = 𝑋פתוחה ולא סגורה ב   (0,1) = ℝ. 

2 )𝐴 = 𝑋סגורה ולא פתוחה ב   [0,1] = ℝ. 

3 )𝐴 = 𝑋לא סגורה ולא פתוחה ב   (0,1] = ℝ. 

4 )∅,ℝ  סגוחות ב- ℝ. 

 

,𝑋)לכל מרחב  הערה: 𝑑) –   תת קבוצות∅, 𝑋 כי  תמיד סגוחות(,c cX X    .) 

 ?סגוחות נוספות לא טריוויליות  יש מתיהשאלה: 

 

,𝑋)מרחב  הגדרה: 𝑑)  קשירנקרא (connected אם קבוצות סגוחות במרחב הן )רק ∅, 𝑋. 

𝑋 אם קיים פירוק   :לא קשירה להיות שקולהגדרה  = 𝑋1⨃𝑋2  כך ש–  

{

𝑋1 ≠ ∅ , 𝑋2 ≠ ∅

𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝑡𝑜𝑝(𝑑) (פתוחות)

𝑋1 ∩ 𝑋2 = ∅

1)שימו לב ש      2,X X לא טריוויאליות סגוחות) 

 

ℝ   אם:    למשל: ⊃ 𝑋⏟
כתת מרחב

= [2,4) ∪ (5,∞) 

,5). שימו לב ש לא קשיר 𝑋אז  ) ב  סגוחהX  לא ב( .) 

1כי     (2,4]פנימית ב  'נק 2)למשל   (2,4]דומה עבור 
2

B (2) [2,2.5) [2,4)  .) 

  לא קשיר.)כתת מרחב בממשיים(  ℚמרחב מטרי של רציונליים     עוד דוגמה:

 ובהתאם יש אינסוף "פירוקים טופולוגיים". למשל:  יש אינסוף ת"ק סגוחות

ℝ ⊃ ℚ 

𝑋1 = (−∞,√2) ∩ ℚ 

𝑋2 = ℚ ∩ (√2,∞) 

)הוכיחו שמרחב  תרגיל: , )pd  עם מטריקה(p – .כל כדור פתוח קבוצה סגוחה )אדית

)הסיקו ש  , )pd   .לא קשיר 
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 (תכונות בסיסיות של מרחב מטרי שלם)  משפט:

   שלמות נשמרת בקבוצות סגורות .1

 )אם מרחב הוא שלם, אז גם תת קבוצה סגורה שלו שלם כתת מ"מ(.

,𝑌)נניח . 2 𝑑𝑌)  תת מרחב מטרי של(𝑋, 𝑑) אז אם .(𝑌, 𝑑𝑌)  שלם אז𝑌 ב  סגורה𝑋. 

 הוכחה: בתירגול 

 של מרחב מטרי השלמה

,𝑋)של מ"מ  השלמה:  הגדרה 𝑑) הוא 

,𝑋)שיכון איזומטרי   𝑑) ↪
𝑖
𝑀 כאשר ,𝑀 ומתקיים:  מ"מ שלם( ( ))cl i X M   . 

 הערה:

 . קבוצה סגורהבכל מרחב הוא תמיד   𝐴של cl(A)קל לבדוק שהסגור

 )וזה נכון אפילו למרחבים טופולוגיים, נוכיח בהמשך(

,𝑋)לכל מ"מ  (:𝑩𝒂𝒏𝒂𝒄𝒉משפט )שיכון למרחב  𝑑) קיים שיכון איזומטרי לתוך מרחב  

Banach . 

𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎלמדנו על מרחב      הוכחה: ∋ (𝑙∞(𝑋), ‖⋅‖𝑠𝑢𝑝). 

𝑙∞(𝑋) = {𝑓: 𝑋 → ℝ|חסומה 𝑓(𝑋)} 

‖𝑓‖𝑠𝑢𝑝 ≔ sup
𝑥∈𝑋
|𝑓(𝑥)| 

 :𝑙∞(𝑋)לתוך  𝑋נראה כי ניתן לשכן את 

𝑧נבחר  ∈ 𝑋 ונגדיר   .–                𝜑:𝑋 → 𝑙∞(𝑋) 

𝑎 ⟼ 𝜑(𝑎) = 𝑎̂         𝑎̂: 𝑋 → ℝ    𝑎̂(𝑥) = 𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)  

𝑎̂ ∈ 𝑙∞(𝑋) ז"א ,𝑎̂  פונקציה חסומה כי 

|𝑎̂(𝑥)| = |𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)| ≤ 𝑑(𝑎, 𝑧)⏟    
קבוע

 

,𝑎∀מ"ל      𝑏 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑎, 𝑏) = ‖𝑎̂ − 𝑏̂‖  . 

‖𝑎̂ − 𝑏̂‖ = sup
𝑥∈𝑋
|(𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥)) − (𝑑(𝑏, 𝑥) − 𝑑(𝑧, 𝑥))| = 

= sup
𝑥∈𝑋
|𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑏, 𝑥)| ≤ 𝑑(𝑎, 𝑏) 

𝑥מצד שני, אם נציב  = 𝑏  נקבל 

‖𝑎̂ − 𝑏̂‖ = sup
𝑥∈𝑋

|𝑑(𝑎, 𝑥) − 𝑑(𝑏, 𝑥)| ≥ |𝑑(𝑎, 𝑏) − 0| = 𝑑(𝑎, 𝑏) 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Complete_metric_space#Completion
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 4הרצאה 

 

,𝑋)לכל מ"מ  משפט )השלמה(: 𝑑) .יש השלמה 

 דרכים: 2הסבר ב 

,𝑋)הוכחנו שלכל      :Iדרך  𝑑)  קיים שיכון איזומטרי לתוך מרחב𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ  

𝜑:𝑋 → 𝑙∞(𝑋) 

𝑙∞(𝑋)  (  .פונקציות חסומות וממשיות(𝑙∞(𝑋), ‖⋅‖𝑠𝑢𝑝)  מרחב𝐵𝑎𝑛𝑎𝑐ℎ.) 

𝜑(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ 𝑙∞(𝑋) 

 קבוצה סגורה במרחב שלם ולכן גם שלם. 

𝑋אז קיבלנו השלמה     ↪
𝜑

𝜑(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑐𝑙(𝜑(𝑋))    

                                                  

 

רק שלבים בסיסיים(. הוכחה מפורטת אפשר  -"דרך סדרות קושי" )הוכחה מקוצרת   :IIדרך 

 למצוא למשל בספר "טופולוגיה קבוצתית",ד. ליבוביץ )האוניברסיטה הפתוחה( חלק א. 

ℚהרעיון מאוד דומה להשלמה  ↪
𝑖
ℚ̅ = ℝ כשאנחנו מגדירים מספר של מרחב רציונליים .

 ממשי כמחלקת שקילות של סדרות קושי ברציונליים. 

)עבור מ"מ נתון   שלב א': , )X d  נגדיר קבוצה–  𝑋̃ ≔ {(𝑋, 𝑑)  סדרות קושי ב} 

𝑥מטריקה באופן טבעי: לכל זוג של ס"ק   -נגדיר פסאודו = (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ, 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ ∈ 𝑋̃ 

)נגדיר         , ) lim ( , )n n
n

d x y d x y


        

)הגבול קיים כי מדובר על סדרות קושי וקל לבדוק ש  , )n nd x y  ס"ק ב 

|)רמז: שימו לב   ( , ) ( , ) | ( , ) ( , )n n m m n m m nd x y d x y d x x d y y    .) 

)לכן הסדרה  , )n nd x y   שלם.   כי  באמת מתכנסת ב 

( , )X d מטרי. -מרחב פסאודו 

 

  שלב ב':

 (מטרי-מרחב מטרי מושרה ע"י מרחב פסאודו: )טענת עזר

)נניח   , )X d מטרי )כללי(. -מרחב פסאודו 

 שמקבלים באופן הבא.יוצרים ממנו מרחב מטרי מנה 
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,𝑋̃)מטרי -על מרחב פסאודו 𝑑̃) :)"מגדירים יחס שקילות )"מרחק אפס 

𝑥Ω𝑦 =
𝑑𝑒𝑓
𝑑̃(𝑥, 𝑦) = 0 

𝑀נקבל קבוצת מנה:     ≔ 𝑋̃ Ω⁄ = {[𝑥] מחלקות שקילות} 

[𝑥] ≔ {𝑦 ∈ 𝑋̃|𝑑̃(𝑥, 𝑦) = 0} 

dמרחק טבעי )דרך הנציגים(:        𝑀נגדיר ב   ([𝑥], [𝑦]) = 𝑑̃(𝑥, 𝑦)   . 

,M)אין תלות בנציגים וזאת באמת מטריקה. אז:   )d  ,מרחב מטרי 

)הפונקציה  , ) (M, ), [ ]X d d x x   .היא על ושומרת מרחקים 

)מטרי שלנו -. נפעיל "טענת עזר" על מרחב פסאודונחזור למשפט , )X d  .של ס"ק 

𝑥נגדיר שיכון:       ⟼ [𝑥̃]     𝑋 ↪
𝑖
𝑀 

xכאשר  X  סדרה קבועה𝑥, 𝑥, 𝑥  .  אז מתקיימים תנאים הבאים: …

i  .שיכון איזומטרי 

𝑑(𝑥, 𝑦) = d ([𝑥̃], [𝑦̃])  

𝑖(𝑋)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀  

(𝑀, 𝜌)                                    .מרחב שלם 

     

ℚ𝑛    : 1דוגמה  ↪ ℝ𝑛 = ℚ𝑛̅̅ ̅̅      . 

 

,𝐶[𝑎) : 2 דוגמה 𝑏], 𝑑1) ↪
השלמה

𝐿1[𝑎, 𝑏] כאשר ,𝐿1[𝑎, 𝑏] .פונקציות אינטגרביליות 

  (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1) !לא שלם 

 

(𝑓𝑛)  ס"ק  ב- (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1)  אבל לא מתכנסת ב- (𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑1). 

,𝐿1[𝑎כן מתכנס במרחב )גדול יותר(  𝑏]: 
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𝐸כאשר:  = {𝑓| ∫ |𝑓|𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0} . 

𝐿1̃ נורמי(.-נורמי ! )אומרים יותר: סמי-מרחב פסאודו𝐿1̃ /𝐸   𝐿1[𝑎, 𝑏] מרחב המנה והוא  =

]מרחב בנך של פונקציות אינטגרביליות על  , ]a b  . 

3 )(𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑑2) ↪
השלמה

𝐿2[𝑎, 𝑏].מקבלים מרחב הילברט פונקציונלי   . 

𝑋  תזכורת:  = (ℤ, 𝑑𝑝)  )מ"מ לא שלם!   )היה בתירגול 

𝑝למשל עבור  = 3      :𝑥𝑛 = 1 + 3 + 3
2 +⋯+ 3𝑛−1 

 .𝑋סדרת קושי שלא מתכנסת ב  

 

,ℤ) : 4דוגמה  𝑑𝑝) ↪ (ℤ̅, 𝑑𝑝̅̅  היא  השלמהכאשר:  (̅

ℤ̅ = אדיים} − 𝑝 שלמים} = {∑𝑏𝑘𝑝
𝑘

∞

𝑘=0

, 𝑏𝑘 ∈ {0,1, … , 𝑝 − 1}⏟        
𝑝 שאריות מודולו

= ℤ𝑝} 

 שהוא קומפקטי )ולכן גם שלם( !  בעצם זאת חבורה טופולוגית קומפקטית.  

 

,ℤ̅): כיצד אפשר לדמיין את האיברים של ההשלמה שאלה 𝑑3̅̅  לפי התמונות הבאות ?   (̅

  

 

 …………………… 
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 מרחבים טופולוגיים

 

𝑃(𝑋)קבוצה לא ריקה. אוסף תת הקבוצות  𝑋תהי  :הגדרה ≔ {𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋} ⊇ 𝜏  נקרא

 אם מתקיימים התנאים הבאים: 𝑿טופולוגיה על קבוצה 

𝑡1 )∅, 𝑋 ∈ 𝜏. 

𝑡2 )חיתוכים סופיים( )𝑂𝑖 ∈ 𝜏  עבור𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} ⇐ 𝑂1 ∩ 𝑂2 ∩ …∩ 𝑂𝑛 ∈ 𝜏  

𝑛)מספיק עבור      = 2.) 

𝑡3 )איחודים( )𝑂𝑖 ∈ 𝜏  עבור𝑖 ∈ 𝐼 ⇐ ⋃ 𝑂𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏. 

,𝑋) -אם מתקיימים הנ"ל, אז נאמר ש  𝜏)  מרחב טופולוגיהוא (𝑇𝑜𝑝𝑜𝑙𝑜𝑔𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒 )

 ונרשום בקיצור מ"ט.

 

 הגדרות נוספות:

𝑋 -א( אומרים ש  ⊇ 𝐴  במ"ט  פתוחההיא תת קבוצה((𝑋, 𝜏)אם )  

𝐴 פתוחה =
𝑑𝑒𝑓
𝐴 ∈ 𝜏  

𝑋ב( תת קבוצה  ⊇ 𝐴  'במ"ט  סגורהנקראת קב((𝑋, 𝜏) פתוחה, ז"א קבוצה המשלים ( אם 

𝐴 סגורה =
𝑑𝑒𝑓

𝐴𝑐 פתוחה  

 דוגמאות:

,𝑋)מטרי -( לכל מרחב פסאודו1 𝑑)     :(𝑋, 𝑡𝑜𝑝(𝑑))   לבדוק!(.מרחב טופולוגי( 

𝑡𝑜𝑝(𝑑) כאשר       = {𝑑 קבוצות פתוחות  במובן}   . 

 

,𝑋)אומרים שמ"ט  :הגדרה 𝜏)  אם קיימת מטריקה   מטריזביליהוא𝑑   כך ש𝜏 = 𝑡𝑜𝑝(𝑑) 

 מטריזבילי-פסאודובאופן דומה אפשר להגדיר: מרחב טופולוגי 

 

,𝑋)לכל מ"ט  משפט )תכונות בסיסיות של קבוצות סגורות(: 𝜏) :מתקיים 

𝑡1
𝑐 )𝑋,  סגורות. ∅

𝑡2
𝑐של קבוצות סגורות הוא סגור. סופי ( איחוד 

𝑡3
𝑐.כל חיתוך קב' סגורות שוב סגור ) 

 .𝑇𝑂𝑃הגדרת  ∧ 𝑑𝑒 𝑀𝑜𝑟𝑔𝑎𝑛כללי      הוכחה:

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Topological_space
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 .ה+פתוחהסגור=    הסגוח:   קבוצה הגדרה

 

𝜏𝑡𝑟( "טופולוגיה טריוויאלית":  2 ≔ {∅, 𝑋}     .(𝑋, 𝜏𝑡𝑟) מרחב טריוויאלי. 

,𝑋)מ"ט   הערה: 𝜏𝑡𝑟) מטריזבילי: כי -תמיד פסאודו𝜏𝑡𝑟 = 𝑡𝑜𝑝(𝑑0) כאשר .𝑑0(𝑥, 𝑦) = 0 . 

 

𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟":    טופולוגיה דיסקרטית( "3 ≔ 𝑃(𝑋) = {𝑋 −  {תת קבוצות ב

 (, בעצם סגוחה)כאן כל תת קבוצה היא פתוחה

 (.𝑡3קבוצה פתוחה )שקול לדיסקרטיות בגלל  {𝑥}בין היתר, כל נקודון  שימו לב:

 

,𝑋)במרחב טופולוגי  𝑎נקודה  :הגדרה 𝜏)  מבודדתנקראת (𝑖𝑠𝑜𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑 אם ){𝑎} ∈ 𝜏  

 פתוח!(.נקודון )

 כל נקודה מבודדת בו. ⇔מרחב טופולוגי הוא דיסקרטי  לכן:

𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟מרחב דיסקרטי הוא תמיד מטריזבילי.   הערה: = 𝑡𝑜𝑝(𝑑Δ)  (d  0-1מטריקת .) 

 

,∅}מתקיים:   𝜏לכל טופולוגיה   הערה: 𝑋} = 𝜏𝑡𝑟 ⊆ 𝜏 ⊆ 𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟 = 𝑃(𝑋) 

𝜏1נניח  :הגדרה ⊆ 𝜏2   2  טופולוגיות על אותה קבוצה𝑋 אז אומרים ש .- 𝜏2 יותר        חזקה

 .𝜏2  -יותר מ  חלשה 𝜏1 -, ואומרים ש 𝜏1 -מ 

 

4 )𝑋 = ∗𝜏     –ונגדיר  {0,1} ≔ {∅, {0},  Sierpinskiטופולוגית    {{0,1}

 מה הן קבוצות סגורות ? סגוחות ?  .לא {1}מבודדת,  {0}

 

𝑇𝑂𝑃יהי  הגדרה )תת מרחב טופולוגי(: ∋ (𝑋, 𝜏)  ,∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝑋. 

𝑌:    𝜏𝑌מעל  טופולוגית תת מרחבמגדירים  ≔ { 𝑂 ∩ 𝑌|𝑂 ∈ 𝜏} 

𝑇𝑂𝑃 תבדקו ש  ∋ (𝑌, 𝜏𝑌) 

} הערה: } { log }, (X,d) (X, top(d))metric spaces Metr TOP topo ical spaces   

 א( לא על.

 ב( לא חח"ע.

 )שקילות טופולוגית של מטריקות( הסבר ב':

 שלא כל מ"ט הוא מטריזבילי. :שקול להגיד    הסבר א':
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  דוגמה:

 מ"ט טריוויאלי( , )trX עםX מטריזבילי(. -לא מטריזבילי )אבל פסאודו ---לא נקודון 

 𝑋 ≔ {0,1} .(𝑋, 𝜏∗)  מטריזבילי!(.-)אפילו לא פסאודומ"ט אבל לא מטריזבילי 

 𝜏∗ = {∅, {0}, {0,1}⏟      
פתוחות

}           .{{0,1}, {1}, ∅⏟      
סגורות

} 

 הסבר:

,{0,1})      מטריזבילי:הסבר קצר שהמרחב לא  𝜏∗) ∉ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 

 לא קבוצה סגורה! מצד שני, בכל מ"מ, כל נקודון סגור! {0}נקודון 

,{0,1}) -ש  יותר: נוכיח 𝜏∗) כן ... נניח בשלילה ש.  מטריזבילי-לא פסאודו   

𝑡𝑜𝑝(𝜌) –כך ש  {0,1}על  𝜌מטריקה -נניח בשלילה שיש פסאודו = 𝜏∗. 

 מקרים: 2

1 )𝜌(0,1) = 𝜌ואז  0 = 𝑑0 ,מצד שני .𝜏∗ ≠ 𝑡𝑜𝑝(𝑑0) = {∅, {0,1}}. 

2 )𝜌(0,1) > ∗𝜏  –. כאן 0 ⊊ 𝑡𝑜𝑝(𝜌) = {∅, {0}, {1}, {0,1}} 

 כי כל הנק' מבודדות ולכן המרחב הוא דיסקרטי. 

 

 סופית":    -( "טופולוגיה קו5

∅לכל קב'  ≠ 𝑋  נגדיר–   𝜏𝑐𝑜𝑓 ≔ {𝐹𝑐:סופית 𝐹 ⊆ 𝑋} ∪ {∅} 

 שאלה: מה הן קבוצות סגורות ?  סגוחות ?

,𝑋)לבדוק: 𝜏𝑐𝑜𝑓) מ"ט אבל לא תמיד מטריזבילי )תלוי בעוצמה של (X  .  

(ℝ, 𝜏𝑐𝑜𝑓) = {𝐹
𝑐 ⊆ ℝ|סופית 𝐹 ⊂ ℝ} ∪ {∅} ∉ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 

 לנקודות שונות אין "סביבות" פתוחות זרות. רמז:

 

  הגדרות:

,𝑋)יהי  𝜏)   .מ"ט 

𝑉( תת קבוצה 1 ⊆ 𝑋  סביבה לנק' נקראת𝒂 ∈ 𝑿  אם קיימת קבוצה פתוחה𝑂 (𝜏 ∋ ) 

𝑎    כך ש       ∈ 𝑂 ⊆ 𝑉  . 

𝑉נסמן   ∈ 𝑁(𝑎) כאשר ,𝑁(𝑎)  סביבות של𝑎. 

 פתוחה. 𝑉אם  סביבה פתוחהאומרים 

 לא חייבת להיות פתוחה. סביבה אזהרה:
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𝑺לתת קבוצה  𝑽סביבה ( באופן דומה נגדיר 2 ⊆ 𝑿 אם  

∃𝑂 ∈ 𝜏:   𝑆 ⊆ 𝑂 ⊆ 𝑉 

𝑉נסמן   ∈ 𝑁(𝑆) כאשר ,𝑁(𝑎𝑆)  סביבות של𝐴. 

 

𝐴של קבוצה  פנימית נק'היא  𝑎( אומרים שנקודה 3 ⊆ 𝑋  אם𝐴 ∈ 𝑁(𝑎). 

𝑎הסימון:  ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝐴)  או𝑎 ∈ 𝐴°. 

 )כאוסף של נקודות פנימיות(.   𝐴 :𝑖𝑛𝑡(𝐴)בעצם זה מגדיר את ה"פנים" של 

 

𝑖𝑛𝑡(𝐴)תמיד     הערה: ⊆ 𝐴. 

𝑖𝑛𝑡(𝐴)    טענה: = 𝐴 ⇔⏟
קריטריון

לפתיחות

 𝐴  פתוחה(𝐴 ∈ 𝜏)  . 

3t       a:  שימוש ב הסבר

a A

A O 


   ... 

סביבות -הרבה הגדרות במ"ט מתקבלות מהגדרות על מ"מ כשמחליפים הערה חשובה: 

 בסביבות. למשל: התכנסות סדרות, רציפות פונקציות, ...  

 

 התכנסות סדרות:    הגדרה

ℕ →
𝑓
𝑋    𝑛 ⟼ 𝑓(𝑛) = 𝑥𝑛 

,𝑋)במ"ט  𝑥𝑛לסדרה  𝜏)  :מגדירים גבול )אם קיים!( באופן הבא 

𝑋 -אומרים ש  ∋ 𝑎 של סדרה  גבול𝑋 ∋ 𝑥𝑛  )אם לכל סביבה )פתוחה𝑈  של𝑎  

 .  ז"א Uכמעט כל האיברים נמצאים בסביבה 

0 0( ) nU N a n n n x U                 (0n  תלוי בסביבהU) 

lim      סימון:
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎          או𝑥𝑛 →
𝜏
𝑎  . 

 

 רציפות פונקציות  :    הגדרה

)נייח  , ),( , )X Y   מ"ט. פונקציה:f X Y  רציפה בנקודה נקראתa X :אם 

( ( )) ( ) ( )U N f a V N a f V U     

aאם היא רציפה בכל נקודה  רציפהאומרים  X  :סימון .( , )f C X Y   . 

,𝑋))כמו במ"מ( פונקציה :    ערהה 𝜏) →
𝑓
(𝑌, 𝜎)  אם"ם   רציפהמ"ט  2בין 
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∀𝑂 ∈ 𝜎: 𝑓−1(𝑂) ∈ 𝜏  

 ז"א מקור לפתוח הוא פתוח )ניתן לנסח עבור סגור(. 

f:תרגיל: הוכיחו ש  X Y  רציפה בכל נקודהa X  אם"ם
1( )O f O     . 

 

𝑋, כלומר: 𝑻𝟐) סימון נוסף: תכונת)  Hausdorffתכונת מקיימת  𝑋:    הגדרה ∈ 𝑇2   

    ⏟פתוחותנקודות שונות יש סביבות ) 2אם לכל 
בה"כ

 ( זרות. 

,𝑋))יחידות הגבול( במרחב טופולוגי  משפט: 𝜏)  עם תכונה𝑇2  (𝐻𝑎𝑢𝑠𝑑𝑜𝑟𝑓𝑓 גבול של ,)

 .אם קיים, יחיד סדרה תמיד

}      נניח בשלילה ש     הוכחה:
𝑎 ≠ 𝑏
𝑋 ∈ 𝑇2

 

𝑈 סביבות זרותקיימות  ⇐ ∈ 𝑁(𝑎), 𝑉 ∈ 𝑁(𝑏)  כך ש- 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. 

𝑈  מכיל כמעט כל האיברים של הסדרה𝑥𝑛 ,וגם 𝑉  מכיל כמעט כל האיברים של הסדרה... 

                                  סתירה!

 

 : אקסיומות הפרדה נוספות

 

𝐴נניח  הגדרות: ⊆ 𝑋 ,𝐵 ⊆ 𝑋:אומרים . 

,𝐴של  הפרדה סביבתיתא( קיימת  𝐵  במ"ט((𝑋, 𝜏) אם ) 

∃ 𝑈 ∈ 𝑁(𝐴), 𝑉 ∈ 𝑁(𝐵):𝑈 ∩ 𝑉 = ∅ 

    ⏟פתוחות)ז"א אם קיימות סביבות )
בה"כ

 ( זרות(.

 

 אם: 𝑈𝑟𝑦𝑠𝑜ℎ𝑛במובן  הפרדה פונקציונליתב( קיימת 

∃𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, [0,1]): 𝑓(𝐴) = 0, 𝑓(𝐵) = 1 

 

 

 

 

 תית.סביבהפרדה ממהפרדה פונקציונלית נובעת  טענה:

 .[0,1] -ב  0,1ניקח סביבות פתוחות זרות של         הוכחה:

https://en.wikipedia.org/wiki/Separation_axiom#:~:text=The%20separation%20axioms%20are%20about,them%20to%20be%20topologically%20distinguishable.
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𝑈 ≔ [0,
1

3
)

⏟      
0∈

 ∩ 𝑉 ≔ (
2

3
, 1]

⏟      
1∈

= ∅ 

𝑓−1(𝑈)⏟    
∈𝑁(𝐴)

∩ 𝑓−1(𝑉)⏟    
∈𝑁(𝐵)

= ∅ 

A,ומצאנו הפרדה סביבתית של  B.              

 

,𝑋), כלומר: 𝑻𝟎 תתכונמקיימת  𝑋:    הגדרה 𝜏) ∈ 𝑇0 (𝐾𝑜𝑙𝑚𝑜𝑔𝑜𝑟𝑜𝑣 )–  נקודות  2אם לכל

𝑎שונות  ≠ 𝑏 :מתקיים לפחות אחד מהתנאים הבאים 

1     )∃𝑈 ∈ 𝑁(𝑎): 𝑏 ∉ 𝑈 

 או

2     )∃𝑉 ∈ 𝑁(𝐵): 𝑎 ∉ 𝑉 

 

 ,𝑻𝟏תכונה מקיימת  𝑋:    הגדרה

𝑋כלומר:  ∈ 𝑇1   ( (   1אם מתקיימים שתי התנאים מקודם)  (.2)  וגם ) 

 

 התנאים הבאים שקולים:     תרגיל:

1 )𝑋 ∈ 𝑇1  

 (  כל נקודון סגור.2 

𝑡2) רמז:היא סגורה.   )  𝐹( כל תת קבוצה סופית 3
𝑐)) 

,𝑋)תמיד   הערה: 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∈ 𝑇1  בעצם ,𝜏𝑐𝑜𝑓 טופולוגיה הכי קטנה עלX שמקיימת את תכונה𝑇1. 

 

 , 𝑻𝟐) סימון נוסף: תכונת) Hausdorffתכונת מקיימת  𝑋: הגדרה )תזכורת(

    ⏟פתוחותיש סביבות )נקודות שונות  2אם לכל 
בה"כ

 ( זרות. 

𝑋, כלומר: 𝑻𝟑 תתכונמקיימת  𝑋 :   הגדרה ∈ 𝑇3:אם מתקיימים שני תנאים , 

𝑋)א(  ∈ 𝑇1. 

𝑎ולכל קבוצה סגורה  𝑎)ב( לכל נק'  ∉ 𝐵 רמז: ניקח נקודון . יש הפרדה סביבתית𝐵 ≔ {𝑏} 

𝑅𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒𝑠אומרים גם:  = 𝑇3  (רק תנאי ולעיתים 𝑇3(ב) 𝑅𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 = ) 

3  הערה: 2 1 0T T T T             

 

𝑻 תתכונמקיימת  𝑋 הגדרה:
𝟑
𝟏

𝟐

𝑋, כלומר:  ∈ 𝑇
3
1

2

 , אם:
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𝑋)א(  ∈ 𝑇1. 

(ב)
𝑓

𝑎ולכל קבוצה סגורה  𝑎לכל נק'   ∉ 𝐵 .קיימת הפרדה פונקציונלית 

 

    :ותהער

  מהטענה⇐ 𝑇3 ⊃ 𝑇31
2

. 

 𝑇
3
1

2

  רגולרי לחלוטין או  Tychonoff אומרים גם תכונת   

𝑇על  רק לעיתים)
3
1

2

(ב)
𝑓

 .(= רגולרי לחלוטין Complet𝑒ly Regular –אומרים   

 

𝑋, כלומר: 𝑻𝟒 תתכונמקיימת  𝑋 :    הגדרה ∈ 𝑇4 :אם , 

𝑋)א(  ∈ 𝑇1. 

𝐴קבוצות סגורות וזרות  2)ב( לכל  ∩ 𝐵 =  , יש סביבות )פתוחות( זרות.∅

𝑈 ∃)כלומר        ∈ 𝑁(𝐴), ∃ 𝑉 ∈ 𝑁(𝐵):𝑈 ∩ 𝑉 = ∅.) 

 

 :ותהער

  לעיתים אומרים𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒 .מרחב נורמלי = 

 (בלבד (ב)𝑇4ולעיתים אומרים נורמלי על )

 לא קל להבין מדוע    𝑋 ∈ 𝑇4 ⇒ 𝑋 ∈ 𝑇31
2

 

 נובע מהמשפט הבא:

𝑋יהי  :𝑼𝒓𝒚𝒔𝒐𝒉𝒏משפט  ∈ 𝑇4  אז לכל זוג .𝐴, 𝐵  קיימת הפרדה פונקציונלית של  זרות סגורותקבוצות𝐴, 𝐵. 

 ". 𝑜𝑓 𝑈𝑟𝑦𝑠𝑜ℎ𝑛 "𝑂𝑛𝑖𝑜𝑛 𝐴𝑟𝑔𝑢𝑚𝑒𝑛𝑡 בהוכחה נובע מ    החלק הלא טריוויאלי

𝑇𝑂𝑃 ⊃ 𝑇0 ⊃ 𝑇1 ⊃ 𝑇2 ⊃ 𝑇3 ⊃ 𝑇31
2
⊃ 𝑇4 ⊃ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 

: Spoiler   בהמשך נוכיח𝑇4 ⊃ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧 ,    𝑇4 ⊃ 𝐶𝑜𝑚𝑝 ∩ 𝑇2  וגם את משפט ,Urysohn . 

 (.ממשלכל ההכלות הנ"ל, יש דוגמאות נגדיות )הן הכלות   הערה:

 some examples –ראו קובץ באתר של המרצה 

1   )  ({0,1}, 𝜏𝑡𝑟) ∈ 𝑇𝑜𝑝 

        ({0,1}, 𝜏𝑡𝑟) ∉ 𝑇0 

2   )({0,1}, 𝜏∗) ∈ 𝑇0         1) כי {0} (0)N ) 

       ({0,1}, 𝜏∗) ∉ 𝑇1          לא סגור( {0})כי 

3   )(ℝ, 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∈ 𝑇1    כל נקודון({ }a   סגור כי\ { } cofX a   ) 

       (ℝ, 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∉ 𝑇2 

https://u.math.biu.ac.il/~megereli/examples240412.pdf
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𝜏𝑐𝑜𝑓:  תזכורת ≔ {𝐹𝑐|סופית 𝐹 ⊆ ℝ} ∪ {∅} 

,𝑋)    :הערה 𝜏𝑐𝑜𝑓) ∉ 𝑇2  לכל𝑋 אינסופית. 

 קבוצות פתוחות לא ריקות. 2בעצם זה לכל 

𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏𝑐𝑜𝑓  מתקיים𝑈 ∩ 𝑉 ≠ 𝑈   כי ∅ ≔ 𝐹1
𝑐 , 𝑉 ≔ 𝐹2

𝑐 

∅ולכן    =⏟
אם נניח

𝑈 ∩ 𝑉 = 𝐹1
𝑐 ∩ 𝐹2

𝑐 = (𝐹1 ∪ 𝐹2)
𝑐 

𝑋אז                         = 𝐹1 ∪ 𝐹2⏟    
סופית

  

                     בסתירה!

 

𝐴: עבור 𝒄𝒍𝒐𝒔𝒖𝒓𝒆 -הסגור :הגדרה ⊆ 𝑋 נגדיר          

 𝑧 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) = 𝐴̅ =
𝑑𝑒𝑓
∀ 𝑉 ∈ 𝑁(𝑧): 𝑉 ∩ 𝐴 ≠ ∅    

 𝑐𝑙(𝐴) הנקודות הכי קרובות" ל" 𝐴. 

𝐴תמיד      :הערה ⊆ 𝑐𝑙(𝐴). 

𝐴 סגורה     תרגיל: ⇔ 𝐴 = 𝑐𝑙(𝐴) .    

    

𝐴 :הגדרה ⊆ 𝑋 לפי: הסגור הסדרתי. נגדיר את 

𝑧 ∈ 𝑠𝑐𝑙(𝐴) =
𝑑𝑒𝑓
∃𝑎𝑛 ∈ 𝐴: 𝑎𝑛 →

𝜏
𝑧 

 

(A)במ"ט תמיד    טענה: (A)A scl cl  . 

 . תמיד מתכנסות סדרות קבועותשהכלה ראשונה נובעת מזה  :הוכחה

)נניח  )z scl A אז קיימת סדרה .na A  במרחב( שמתכנסתX ל )z . 

)לכל סביבה  )U N z  כמעט כל האיברים שלna נמצאים בU אז ברור .U A 

)לכן  )z cl A.  זה מוכיח. (A) (A)scl cl                                 

 
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 5הרצאה 

   

 

)שאלה: א. למצוא מ"ט  , )X  לא תמידשבו(A) (A)scl cl  

))ואז                , )X   .)לא מטריזבילי 

ב. אותה שאלה אבל בתנאי נוסף ש           
2

( , )X T    . 

 

)דוגמה א:    , )coc         0: { : | | } { }c

coc Y Y        

 [0,1] ([0,1]) ([0,1])scl cl    . 

 

𝑋נגדיר       דוגמה ב: ≔ ℝ ∪ {𝑝} , 𝑝 ∉  

   𝜏 ≔ {𝑂 ⊆ 𝑋│𝑝 ∈ 𝑂 ⇒ |𝑂𝑐| ≤ ℵ0 } 

 

 

 

 

𝑝ז"א אם  ∈ 𝑂 אז המשלים ,𝑂𝑐  הוא בן מנייה. נשים לב ש- ∀𝑥 ≠ 𝑝: {𝑥} ∈ 𝜏. 

 לבדוק: 

 (𝑋, 𝜏) ∈ 𝑇𝑂𝑃  לבדוק גם .𝑇2. 

 𝜏  'נק( לא דיסקרטית𝑝 .)לא מבודדת 

  תת מרחב טופולוגי𝑌 ≔ (ℝ , 𝜏𝑌)  של מ"ט הנ"ל 

). ז"א  דיסקרטיתעם טופולוגיה  ℝ הוא )Y discrP     . 

  לבדוק( ) cl( ) Xscl   

  אם סדרהna  מתכנסת ב( , )X    אז היא קבועה לבסוף 

 : ( , ) ( , )discrid X X   ! שומרת על התכנסות סדרות אבל לא רציפה 

 כאן לא מתקיים! 𝑯𝒆𝒊𝒏𝒆מסקנה:  עיקרון 

 (𝑋, 𝜏) ∉ 𝑀𝑒𝑡𝑟𝑖𝑧  . 
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, ��תכונות  ) 𝒊𝒏𝒕, 𝒄𝒍 ,:)במ"ט        סביבות(X, ) 

 

1 )∀ 𝑎 ∈ 𝑋: 𝑋 ∈ 𝑁(𝑎)    (:רמז 𝑡1.) 

 .𝑡2 רמז:של סביבות )פתוחות( גם סביבה )פתוחה(.    סופי( חיתוך 2

3 )𝑉 ∈ 𝑁(𝑎) ⇐ {
𝑈 ∈ 𝑁(𝑎)
𝑉 ⊇ 𝑈

 

4 )𝑖𝑛𝑡(𝐴)⏟  
𝐴∘

⊆ 𝐴 ⊆ 𝑐𝑙(𝐴)⏟  
𝐴̅

. 

𝐴1( לכל 5 ⊆ 𝐴2 :מתקיים 

𝑖𝑛𝑡(𝐴1) ⊆ 𝑖𝑛𝑡(𝐴2)  

𝑐𝑙(𝐴1) ⊆ 𝑐𝑙(𝐴2)  

𝑠𝑐𝑙(𝐴1) ⊆ 𝑠𝑐𝑙(𝐴2)  

𝑖𝑛𝑡(𝐴)( קריטריון לפתיחות :    6 = 𝐴 ⇔   𝐴 פתוחה

𝑡3     .a רמז:

a A

A O


    

𝑐𝑙(𝐴)( קריטריון לסגירות:   7 = 𝐴 ⇔  𝐴 סגורה

8 )𝐴∘∘ = 𝐴∘   :ז"א(    .int(int( )) int( )A A) 

9 )𝐴∘ ∈ 𝜏    ז"א(𝐴∘ .)תמיד פתוחה 

10 )(𝐴1 ∩ 𝐴2)
∘ = 𝐴1

∘ ∩ 𝐴2
∘

 (.סופי)לכל מספר  

11 )𝐴∘  קב' פתוחה הכי גדולה בין תת קבוצות פתוחות של =𝐴 כלומר ,– 

⋃{𝑂 ⊆ 𝑋|𝑂 ⊆ 𝐴,𝑂 ∈ 𝜏} 

12 )𝐴̅̅ = 𝐴̅      ז"א(cl(cl(A)) cl(A) ) 

13 )𝐴̅  .תמיד קב' סגורה 

14 )𝐴̅  קב' סגורה הכי קטנה בין קבוצות סגורות שמכילות את =𝐴.  כלומר 

⋂{𝐵 ⊆ 𝑋|𝐵 ⊇ 𝐴, 𝑋 סגורה ב 𝐵} 

 סגורה. אזי: 𝐵פתוחה,  𝑂( )הפרשים(     נניח 15
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O\א.    B                       .ב.   פתוחה\B O   .סגורה 

=     הסבר: 𝑂 ∩ 𝐵𝑐  \O B            𝐵 ∩ 𝑂𝑐   =\B O   . 

 בין הסגור והפנים. תמיד מתקיים:  משפט הקשר( 16

𝑐𝑙(𝐴𝑐)א.                         = (𝑖𝑛𝑡(𝐴))
𝑐

 

𝑖𝑛𝑡(𝐴𝑐)שקול:     ב.           = (𝑐𝑙(𝐴))
𝑐

 

𝐴ב    כי נוכל להציב   א    הוכחה: ≔ 𝐴𝑐    .)מ"ל )א  

𝑥 ∈ (𝑖𝑛𝑡(𝐴))
𝑐
 

⇕ 

𝑥 ∉ 𝑖𝑛𝑡(𝐴) 

⇕ 

∀ 𝑈 ∈ 𝑁(𝑥) ∶ 𝑈 ⊈ 𝐴 

⇕ 

∀ 𝑈 ∈ 𝑁(𝑥) ∶  𝑈 ∩ 𝐴𝑐 ≠ ∅ 

⇕ 

𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝐴𝑐) 

 

17 )𝐴1 ∪ 𝐴2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴1̅̅ ̅ ∪ 𝐴2̅̅  (.סופי)לכל מס'     ̅

𝑨         :\Aהשפה של  הגדרה: A 𝜕(𝐴) ≔ 

18    )𝜕(𝐴) = 𝐴̅ ∩ 𝐴𝑐̅̅ ̅. 

(𝐴)��     הסבר: = \A A = 𝐴̅ ∩ (𝐴∘)𝑐 =⏟
.א16

𝐴̅ ∩ 𝐴𝑐̅̅ ̅ 

19 )𝜕(𝐴)        !תמיד סגורה 

 (.18כחיתוך של קבוצות סגורות )ראו  הסבר:

20 )𝜕(𝐴) = 𝜕(𝐴𝑐) 

,𝑋)( )במ"מ 21 𝑑)       )∂(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝐴) = 0, 𝑑(𝑥, 𝐴𝑐) = 0} 

 ...תכונות הסגור במ"מ הסבר:

22  )int( ) \ ( ) ( ) ( )A A A cl A A A    
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)במ"ט   Aתת קבוצה : הגדרה , )X    אם  צפופהנקראת( )cl A X . 

Aמתקיים  Oלכל קבוצה פתוחה לא ריקה   (קריטריון צפיפות: )שקול O   . 

מתקיים:   Oאז לכל קבוצה פתוחה   Xצפופה ב  A: אם תרגיל

( ) ( )cl O cl O A  . 

 

)מ"ט: הגדרה , )X  ובת מניהאם קיימת ת"ק צפופה  ספרבילינקרא . 

)סימון:  , ) SepX  . 

): תמיד הערה )cl X X לכן תמיד .X  צפופה בX מרחב טופולוגי בת מניה תמיד . לכן

 ספרבילי. 

 

 (  Weierstrass משפט:  )הערה

)max}פולינומים רציונליים {  [ , ], ( )) ( [ , ])C a b top d cl P a b      

)max  לכן   [ , ], ( ))C a b top d Sep   . 

 

 : תרגילים מומלצים

 Sep
n
 

  :הוכיחו
2

Sepl      :1)רמז 2 2: {( , , ) : , 0}k iA q q l q n i n q      ) 

 ( , ) SepdiscrX     אם ורק אםX  .בת מניה 

  או מספר סופי( קבוצות פתוחות צפופות גם צפופה.  2חיתוך של( 

 יהי( ,d)Xצפופה ב  מ"מ. תת קבוצה( , top(d))Xהיא ורק אם   אם- צפופה

0לכל     . 

)ב  צפופה-Aהגדרה:  ,d)X  אם לכלx X  קייםa A   כך ש( , )d x a   .

)שקול   , )
a A

B a X


    . 

Seplהוכיחו:   *

   

 

)int( אם nowhere dense) דלילהנקראת Xבמ"ט A: תת קבוצה הגדרה ( ))cl A   . 

 למשל: קו ישיר דליל במישור.  מישור דליל במרחב תלת ממדי.  

 נקודון במרחב מטרי דליל אם ורק אם היא לא מבודדת. 
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 ( התנאים הבאים שקולים:קריטריונים לקבוצות דלילות: )משפט

)int)ז"א     Xדלילה במ"ט A .א ( ))cl A  .) 

\ .ב ( )X cl A  צפופה בX . 

) .ג )cl A  .לא מכיל אף תת קבוצה פתוחה לא ריקה 

 כך ש:   Vקיימת קבוצה פתוחה Uלכל קבוצה פתוחה לא ריקה  .ד

   V U V A     . 

 

 
 הוכחה:  

 בא  
int( ( ))cl A  

\ int( ( ))X cl A X   

 , נקבל משפט הקשרמכאן, לפי 
( \ ( ))cl X cl A X 

 גב 

)נניח בשלילה שקיימת ק"פ   )O cl A    אז .( \ ( ))O X cl A  . 

\מכאן  ( )X cl A  לא צפופה בX    (.  קריטריון צפיפות)ראו 

 דג 

Uנניח בשלילה שקיימת ק"פ    כך שלכל ת"ק פתוחהV U    מתקיים 

V A  

). זאת אומרת  Aהיא נקודת סגור של  Uאז כל נקודה של  )U cl A סתירה .

 לתנאי  ג. 

   אד  

:נניח בשלילה שלא. אז   int( ( ))U cl A  פתוחה. לכל ת"ק V U   

)intמתקיים   ( )) ( )V cl A cl A   אבל אז לפי הגדרת סגור.V A 

 .סתירה לתנאי  ד. 

 

 

 תרגילים מומלצים: 

1. A  דלילה בX אם"ם( )cl A  דלילה בX . 

 . Xצפופה ב  cAאז Xדלילה ב  Aאם  .2

 איחוד בן מניה של קבוצות דלילות לא תמיד קבוצה דלילה.  .3
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 של קבוצות דלילות גם קבוצה דלילה.   סופי: איחוד טענה

 

 הוכחה:  

נניח 
1 2,A A  דלילות בX  צ"ל .

1 2A A  דלילה בX . 

 
 . משפטנשתמש בסעיף ד של ה

פתוחה לא ריקה.  Uנניח 
1A  דלילה בX לכן קיימת ק"פ .V  כך ש 

1V U V A     . 

2A  דלילה בX לכן קיימת ק"פ .W  כך ש 

2W V W A     . 

1אז    2( )W U W A A      . 

 

 

אם הוא איחוד בן מניה של קבוצות  מקטגוריה ראשונה: מ"ט נקראת הגדרה

 דלילות. 

 . מקטגוריה שניהאחרת, הוא נקרא 

 

 הוא מקטגוריה שניה  שלםאומר שכל מרחב מטרי  Baireמשפט : הערה

 (.  89)ראו למשל "טופולוגיה קבוצתית" של האוניברסיטה הפתוחה, כרך א, עמוד 

: לכל מרחב מטרי שלם )או לכל מרחב קומפקטי מקומית האסדורפית( משפט יותר חזק

 צפוף.   הוא חיתוך בן מנייה של קבוצות צפופות פתוחות

 

 

 

 

 

 

https://he.wikipedia.org/wiki/%D7%9E%D7%A9%D7%A4%D7%98_%D7%94%D7%A7%D7%98%D7%92%D7%95%D7%A8%D7%99%D7%94_%D7%A9%D7%9C_%D7%91%D7%99%D7%99%D7%A8
https://en.wikipedia.org/wiki/Baire_space
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 רציפות פונקציות

,𝑋)נניח שנתונה פו' בין מ"ט  תזכורת: )רציפות בנקודה(: 𝜏) →
𝑓
(𝑌, 𝜎) .𝑓  רציפה נקראת

𝑿בנקודה  ∋ 𝒂 :אם ∀ 𝑈 ∈ 𝑁(𝑓(𝑎)) ∃ 𝑉 ∈ 𝑁(𝑎): 𝑓(𝑉) ⊆ 𝑈 

 

 

 

 

 

𝑈 ∀    שקול: ∈ 𝑁(𝑓(𝑎)): 𝑓−1(𝑈) ∈ 𝑁(𝑎) 

 ((.𝑎( גם סביבה )ל  𝑓(𝑎))מילולית: מקור של סביבה )ל  

 

,𝑋)נניח  :לרציפות(משפט )קריטריון  𝜏) →
𝑓
(𝑌, 𝜎) :פו' בין מ"ט. התנאים שקולים 

1 )𝑓 .)רציפה )בכל נקודה 

 ( מקור של כל קב' פתוחה גם פתוחה.2

 ( מקור של כל קב' סגורה גם סגור.3

4 )∀ 𝐴 ⊆ 𝑋: 𝑧 ∈ 𝑐𝑙(𝐴) ⇒ 𝑓(𝑧) ∈ 𝑐𝑙(𝑓(𝐴)). 

5 )𝑓(𝑐𝑙(𝐴)) ⊆ 𝑐𝑙(𝑓(𝐴)). 

 הוכחה:

(2) ⇐ (1): 

𝑂נניח  ∈ 𝜎  צ"ל .𝑓−1(𝑂) ∈ 𝜏. 

𝑎לכל  ∈ 𝑓−1(𝑂)  צ"ל ש𝑎 ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝑓−1(𝑂))  

𝑖𝑛𝑡(𝐴))קריטריון לפתיחות:  = 𝐴 ⇔  (.𝐴 פתוחה

𝑎 ∈ 𝑓−1(𝑂) 

⇓ 

𝑓(𝑎) ∈ 𝑂 ∈ 𝜎 

⇓ 

𝑂 ∈ 𝑁(𝑓(𝑎)) 
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𝑎 הגדרת הרציפות בנקודה 

⇓ 

𝑎 ∈ 𝑓−1(𝑂) ∈ 𝑁(𝑎) 

 הגדרת נקודות פנים

⇓ 

𝑎 ∈ 𝑖𝑛𝑡(𝑓−1(𝑂)) 

(3) ⇔ 𝑓−1(𝐴𝑐):    כי (2) = (𝑓−1(𝐴))
𝑐

. 

(5) ⇔  ברור.   :(4)

(5)נוכיח  ⇐ (3): 

𝐴נניח  ⊆ 𝑋  צ"ל .𝑓(𝑐𝑙(𝐴)) ⊆ 𝑐𝑙(𝑓(𝐴)). 

𝐴 ⊆ 𝑓−1(𝑓(𝐴)) ⊆ 𝑓−1 (𝑐𝑙(𝑓(𝐴))) 

𝑓(𝐴)המעבר האחרון נובע מזה ש   ⊆ 𝑐𝑙(𝑓(𝐴))" נפעיל .𝑐𝑙:בשני האגפים " 

𝑐𝑙(𝐴) ⊆ 𝑐𝑙 (𝑓−1 (𝑐𝑙(𝑓(𝐴)))) =
(∗)
𝑓−1 (𝑐𝑙(𝑓(𝐴))) 

𝐴1  יש "מונוטוניות"  𝑐𝑙)בהפעלת  ⊆ 𝐴2 ⇒ 𝑐𝑙(𝐴1) ⊆ 𝑐𝑙(𝐴2).) 

 :(∗)הסבר 

 סגור. 𝑐𝑙(𝐵)א( 

 (.3ב( נתון )

𝑐𝑙(𝐵) ⇔סגור  𝐵ג(  = 𝐵. 

 על שני האגפים לקבל: 𝑓כעת, נפעיל 

𝑓(𝑐𝑙(𝐴)) ⊆ 𝑓𝑓−1 (𝑐𝑙(𝑓(𝐴))) ⊆ 𝑐𝑙(𝑓(𝐴)) 

(1)נוכיח  ⇐ (4) : 

𝑎לא רציפה בנקודה מסוימת  𝑓לא נכון. ז"א,  (1) -נניח בשלילה ש  ∈ 𝑋. 

𝑓−1(𝑈) -כך ש  𝑓(𝑎)של  𝑈 סביבה פתוחהז"א, קיימת  ∉ 𝑁(𝑎). 

𝑎שקול:      ∉ 𝑖𝑛𝑡(𝑓−1(𝑈)) 

𝑎שקול:     ∈ (𝑖𝑛𝑡(𝑓−1(𝑈)))
𝑐
=⏟

תכונת הקשר

𝑐𝑙(𝑓−1(𝑈)𝑐) 
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 ( נקבל:4בגלל נתון )

𝑓(𝑎) ∈ 𝑐𝑙(𝑓(𝑓−1(𝑈)𝑐)) = 𝑐𝑙(𝑓(𝑓−1(𝑈𝑐)) ⊆ 𝑐𝑙(𝑈𝑐) = 𝑈𝑐 

Y\פתוחה ולכן  𝑈)המעבר האחרון נובע כי  U וסגור של סגורה שווה לעצמה(. ,סגורה 

𝑓(𝑎)קיבלנו:    ∉ 𝑈  !בסתירה לנתון 

 

  

1):  משפט
2

-Heine(   כל𝑓 .רציפה שומרת על התכנסות סדרות 

    הוכחה:

 𝑥𝑛 →
𝜏
𝑎 ⇒⏟

צריך להוכיח

𝑓(𝑥𝑛) →
𝜎
𝑓(𝑎) 

𝑈 ∀   –שקול להוכיח  ∈ 𝑁(𝑓(𝑎)) ∃ 𝑛0 ∈ ℕ: ∀𝑛 ≥ 𝑛0: 𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝑈 

𝑈עבור  ∈ 𝑁(𝑓(𝑎))  המקור𝑓−1(𝑈) ∈ 𝑁(𝑎)  בגלל רציפות(𝑓  בנקודה𝑎.) 

limנתון     
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 

𝑓−1(𝑈)וגם ידוע  ∈ 𝑁(𝑎)  ולכן קיים𝑛0 ∈ ℕ  כך ש– 𝑥𝑛 ∈ 𝑓
−1(𝑈) 

𝑛∀מכאן    ≥ 𝑛0: 𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝑈 

 

)אפילו אם  (.  אבל זה לא תמיד נכון במ"ט !𝐻𝑒𝑖𝑛𝑒במ"מ ההיפך גם נכון )עיקרון  הערה חשובה:

 מתקיימת תכונת האוסדורף(. 

 מתחילת ההרצאה  ב דוגמהראו 

: ( , ) ( , )discrid X X  על התכנסות סדרות אבל לא רציפה שומרת . 

 

 תכונות נוספות של פונקציות רציפות:

  כל(𝑋, 𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟) →
𝑓
(𝑌, 𝜎)   .תמיד רציפה 

  כל(𝑋, 𝜏) →
𝑓
(𝑌, 𝜏𝑡𝑟)  .תמיד רציפה 

    2הרכבה 1 1 3:f f X X     1של פונקציות רציפות 1 2:f X X    

2 2 3:f X X    .היא גם רציפה 

  במ"ט  הוכיחו שבכל(X, )   ולכל𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶(𝑋) : מתקיים 

𝑓1א(  + 𝑓2 ∈ 𝐶(𝑋). 
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𝑓1ב(  ⋅ 𝑓2 ∈ 𝐶(𝑋). 

ג( 
𝑓1

𝑓2
∈ 𝐶(𝑋)  בתנאי ש- 𝑓2(𝑥) ≠ 𝑥לכל  0 ∈ 𝑋. 

 הערה:  נוח לבדוק "דרך סביבות". 

 

:𝑓 :משפט )תורשתיות של רציפות( 𝑋 → 𝑌  ,רציפה∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝑋 ,𝐵 ⊆ 𝑌 כך ש 

  𝑓(𝐴) ⊆ 𝐵 אזי פונקציה מושרית .    𝐴 →
𝑓0
𝐵

𝑎 ⟼ 𝑓(𝑎)
 גם רציפה.     

   הוכחה:

 )ז"א מקור של קבוצה פתוחה הוא גם פתוח(.  2בודקים לפי קריטריון רציפות מספר 

𝑂צ"ל שלכל קבוצה פתוחה  ∩ 𝐵  כאשר(𝑂 ∈ 𝜏𝑌 ב )– 𝐵  מתקיים𝑓0
−1(𝑂 ∩ 𝐵) פתוחה ב- 𝐴. 

𝑓0
−1(𝑂 ∩ 𝐵) = {𝑥 ∈ 𝐴|𝑓(𝑥) ∈ 𝑂 ∩ 𝐵} = 𝑓−1(𝑂 ∩ 𝐵) ∩ 𝐴

= 𝑓−1(𝑂) ∩ 𝑓−1(𝐵) ∩ 𝐴 =⏟
𝑓(𝐴)⊆𝐵

𝑓−1(𝑂)⏟    
𝑋−פתוחה ב

𝑓 בגלל רציפות

∩ 𝐴 

𝑓−1(𝑂)לכן  ∩ 𝐴   קבוצה פתוחה ב𝐴 .)תת מרחב(        

  
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 6הרצאה 

 

 : אילו תכונות נשמרות על ידי "תמונה רציפה" ?  שאלה כללית

 קשירות,  , ספרביליות  בהמשך נוכיח זאת עבור מספר תכונות. למשל :

 קשירות מסילתית, קומפקטיות, קומפקטיות סדרתית ... 

:  רציפה עלפונקציה ) ( )f X Y f X  )  

  

 צפיפות וספרביליות נשמרות על ידי תמונה רציפה. משפט:

:𝑓נניח     הוכחה: 𝑋 → 𝑌  ז"א עלרציפה ,𝑓(𝑋) = 𝑌. 

𝐴̅צ"ל     = 𝑋 ⇐ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑌. 

̅̅𝑓(𝐴)שקול להוכיח  ̅̅ ̅̅ = 𝑓(𝑋). 

𝑓(𝐴̅)( של רציפות מתקיים:    5לפי קריטריון ) ⊆ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ 

𝐴̅נציב  = 𝑋  ונקבל𝑓(𝑋) ⊆ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅. 

̅̅𝑓(𝐴)מצד שני,  ̅̅ ̅̅ ⊆ 𝑌 = 𝑓(𝑋). 

̅̅𝑓(𝐴)לכן קיבלנו:     ̅̅ ̅̅ = 𝑓(𝑋) = 𝑌 

 והוכחנו שנשמרת צפיפות.  

𝑋עכשיו אם ניקח  ∈ 𝑆𝑒𝑝  אז קיים𝐴 ⊆ 𝑋  כך ש- |𝐴| ≤ ℵ0  ,𝐴̅ = 𝑋. 

̅̅𝑓(𝐴)אז   ̅̅ ̅̅ = 𝑓(𝑋) = 𝑌. 

|𝑓(𝐴)| ≤ ℵ0  גם בת מנייה!    מכאן גם𝑌 ∈ 𝑆𝑒𝑝  . 

 

 

  איזומורפיזמים במרחבים טופולוגיים

 

 =  איזומטריות.   𝑀𝑒𝑡𝑟 איזומורפיזם ב  תזכורת:

 .𝑇𝑂𝑃  =ℎ𝑜𝑚𝑒𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚 איזומורפיזם ב 

 

,𝑋1)נניח  הגדרה: 𝜏1) →
𝑓
(𝑋2, 𝜏2)  .פונקציה בין מ"ט𝑓  הומיאומורפיזםנקרא    

   (mHomeomorphis     זה לא אזהרה :mHomomorphis ) 

 אם מתקיימים שלושת התנאים הבאים:

https://en.wikipedia.org/wiki/Homeomorphism
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 (.𝑓−1 פונקציהחח"ע + על     )ז"א קיימת  𝑓א( 

 רציפה. 𝑓ב( 

 רציפה. 𝑓−1ג( 

 

(ג)     הערה: ⇍ {
(א)

(ב)
 אפילו במקרים טבעיים.   

 

  :1דוגמה 
1 : ( , )discrf   רציפה אבל לא : ( , )discrf id   

{0} ∈ 𝜏𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟  אבל𝑓−1(0) = {0} ∉ 𝜏. 

 

 

f)גיאומטרית(      :2דוגמה  :[0,1) T    

 

 

: T : {z : || || 1}, (t) (2 ) cos(2 ) sin(2 )q z q cis t t i t         

 זאת פונקציה רציפה )וגם הומומורפיזם חבורות(. 

fהנ"ל    כעת נגדיר צמצום של פונקציה  :[0,1) T . 

 

 

 

 

 

 

 

fאז  :[0,1) T  רציפה חח"ע ועל 

אבל 
1f : T [0,1)   1לא רציפה בנקודהz T  . 

 (Tכך שהמקור לא פתוחה )לא סגורה( ב  (0,1])למצוא תת קבוצה פתוחה )סגורה( ב 

,𝑿𝟏)נסמן  :הגדרה 𝝉𝟏) ≃ (𝑿𝟐, 𝝉𝟐)  אם קייםℎ𝑜𝑚𝑒𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚 𝑋1 →
𝑓
𝑋2   ונגיד 
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 .הומיאומורפייםמרחבים 

  למחלקות :    TOPתכונות שמחלקות את  

1 )(𝑋, 𝜏) ≃ (𝑋, 𝜏).   

2 )(𝑋1, 𝜏1) ≃ (𝑋2, 𝜏2) ⇐ (𝑋2, 𝜏2) ≃ (𝑋1, 𝜏1). 

3 ){
(𝑋1, 𝜏1) ≃ (𝑋2, 𝜏2)

(𝑋2, 𝜏2) ≃ (𝑋3, 𝜏3)
 ⇐ (𝑋1, 𝜏1) ≃ (𝑋3, 𝜏3). 

𝑓1( 3ובשביל ) 𝑓−1 -( ב 2, בשביל )𝑖𝑑 -( משתמשים ב 1)בשביל להוכיח את ) ∘ 𝑓2.) 

 

 

 

 

 

,𝑋מרחבים טופולוגיים  2מתי  :שאלה חשובה 𝑌   הם הומיאומורפיים 

𝑋                       או ומתי לא ? ≄ 𝑌 או 𝑋 ≃ 𝑌 

𝑋 ועלמתי קיימת פונקציה רציפה  :שאלה יותר כללית →
𝑓
𝑌  ז"א מתי(𝑌  תמונה רציפה" של" =𝑋.) 

 מה התכונות שנשמרות ע"י הומיאומורפיזמים או ע"י תמונה רציפה ?    :הערה

 א( כל תכונה טופולוגית נשמרת ע"י הומיאומורפיזם.

 ב( כל תכונה מטרית נשמרת ע"י איזומטריה.

 

 דוגמאות להומיאומורפיזמים:

 .)'הרכבה של פונקציות רציפות )הומיאומו'( גם רציפה )הומיאומו 

  אם:f X Y רציפה )הומיאומו'( אז גם: A (A)f f .)'רציפה )הומיאומו 

 .)!כל איזומטריה בעצם הומיאומורפיזם )ההיפך לא תמיד נכון 

  בכל מרחב נורמי(𝐸, c  0: כפל בסקלר (‖⋅‖  תמיד הומיאומורפיזם ≠

:𝑀𝑐(𝑥) = 𝑐 ⋅ 𝑥 ,𝑀𝑐: 𝐸 → 𝐸 ∈ 𝐿𝑖𝑝|𝑐|  ,0 ≠ 𝑐 ∈ ℝ .קבוע נתון 

𝑀𝑐
−1 = 𝑀𝑐−1  

 כל מרחב נורמי  :משפט≃⏟
הומיאומורפי

 לכל כדור פתוח שלו. 

 הוכחה:

𝑟∀                שלב א' > 0, ∀𝑎 ∈ 𝐸: 𝐵𝑟(𝑎) ≃ 𝐵1(0) 

𝐵1(0)כי:                  ≃⏟
𝑀𝑟

𝐵𝑟(0)≃⏟
𝑇𝑎

𝐵𝑟(𝑎) 
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 הומיאומורפיזם.א )גם בטווח( הוא הערה: הרכבה של הומיאומורפיזם גם עם צמצום מל

⏟⋍𝐸מ"ל ש:        שלב ב' 
𝑓

𝐵1(0)  . 

𝑓(𝑣)נגדיר     =
1

1+‖𝑣‖
⋅ 𝑣       f : E (0 ,1)EB         

|| ||1
1 || || 1 || ||

f( ) (0 ,1) f( ) || || 1v

E v v
v B v v

 
     

        

𝑓−1(𝑥) =
1

1−‖𝑥‖
⋅ 𝑥                 

1f : (0 ,1) EEB        

 

 

 תוצאות:      

 ( 1,1) ( , )a b a b   

(v, ) vn nB r   

( , ) ( , )a a a a      עיגול פתוח
2

   

||רמז:  ) ||maxשקול טופולוגית ל   || ב ||
2

)   

 )חסימות, שלמות, ...(   תכונות מטריותהערה: הומיאומורפיזם לא תמיד שומר על 

 

      המשך דוגמאות:

 [𝑎, 𝑏] ≃ [𝑐, 𝑑]   כאשר𝑎 < 𝑏 , 𝑐 < 𝑑  

 ( , ) ( , ) ( , )a c d b  

ℝ)חלק מההסבר:            ≃⏞

2𝑥
→

⏟
←
log2.

(0,∞) .) 

 

 :ℝ -למיין קטעים ב  :תרגיל

 שקילות!(.א( עד כדי הומיאומורפיזמים )כן יחס 

 ב( עד כדי תמונה רציפה )לא יחס שקילות!(.
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 היטל סטריאוגרפי    

 .ℝ𝑛ללא נקודה אחת היא הומיאומורפית עם  𝑆𝑛מימדית   𝑛ספירה  טענה:

𝑆𝑛 {𝑧}⁄ ≃ ℝ𝑛  

𝑆𝑛  ניזכר כי: = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ∈ ℝ
𝑛+1| ∑ 𝑥𝑖

2𝑛
𝑖=1 = 1} 

𝑛כאשר    למשל: =  לפי: 𝑓נגדיר  1,2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 קשירות

 

,𝑋)לכל מ"ט  הערה: 𝜏)  תת קבוצות∅, 𝑋  תמיד סגוחות )כי,
c c

X X     .) 

 ? השאלה: מתי יש סגוחות נוספות לא טריוויליות

 

,𝑋)נניח  הגדרות: 𝜏) .מ"ט 

𝑋א(  = 𝑋1 ∪ 𝑋2  אם: פירוק טופולוגינקרא 

{

𝑋1 ∩ 𝑋2 = ∅

,𝑋1 פתוחות 𝑋2

לא ריקות

 

 .סגוחות –סגורות, וגם שקול  –לתנאי השני שקול 

,𝑋)ב( אומרים  𝜏) קשיר (𝐶𝑜𝑛𝑛𝑒𝑐𝑡𝑒𝑑 :ונסמן )(𝑋, 𝜏) ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑛  טופולוגי קיים פירוק לאאם  

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Stereographic_projection
https://en.wikipedia.org/wiki/Connected_space
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): הערה חשובה , )X אם ורק אם קיימת תת קבוצה סגוחה לא ריקה ששונה מ  לא קשירX   . 

    :אםℝ ⊃ 𝑋⏟
כתת מרחב

= [2,4) ∪ (5,∞) 

,5). שימו לב ש לא קשיר 𝑋אז       )  ב  ותסגוח (2,4]וX  לא ב( .) 

   מרחב מטרי של רציונלייםℚ  .כתת מרחב בממשיים( לא קשיר( 

 יש אינסוף ת"ק סגוחות ובהתאם יש אינסוף "פירוקים טופולוגיים". למשל: 

𝑋1 = (−∞,√2) ∩ ℚ 

𝑋2 = ℚ ∩ (√2,∞) 

  הוכיחו שמרחב( , )pd   עם מטריקה(p –.הוא לא קשיר )אדית  

 

,𝑋1)נניח    הגדרה: 𝜏1), (𝑋2, 𝜏2) ∈ 𝑇𝑂𝑃  כך ש- 𝑋1 ∩ 𝑋2 = ∅ 1 2. , ,X X   

𝑋 סכום טופולוגימגדירים  = 𝑋1 ⊔ 𝑋2 כקבוצה 𝑋 = 𝑋1 ∪ 𝑋2  הבאה  טופולוגיהעם 

𝜏 ≔ {𝑂1 ∪ 𝑂2|𝑂1 ∈ 𝜏1, 𝑂2 ∈ 𝜏2} 

 .  טופולוגיסכום ל שמרחב לא קשיר אם"ם הוא הומיאומורפי : הוכיחותרגיל

 

 התנאים הבאים שקולים: משפט:

1 )(𝑋, 𝜏) ∉ 𝐶𝑜𝑛𝑛     .)ז"א לא קשיר( 

𝑋 –( קיימת פונקציה רציפה 2 →
𝑓
𝑓(𝑋)כך ש    [0,1] = {0,1} 

 

 

 

 

 

1: הוכחה 2 מקרים...( 4)יש  משפט רציפות ש"ל מקור של קבוצה פתוחה גם פתוח לפי 

1

1

2

{0,1}

{0,1}
( )

{0,1} {0}

{0,1} {1}

X O

O
f O

X O

X O



 
 
   

  
  

   
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2 1   
1 1
(0) (1)X f f

 
    מדוע ?(פירוק טופולוגי( 

 

 "משפט ערך ביניים".  -ך ביניים! בהמשך זה נותן מחצית לאין תכונת ער שימו לב:

 

תיפונקציה האופיינרציפות של -: הוכיחו )הכללת המשפט הקודם( נקודות איתרגיל
A של

A X  היא( )A:כאשר . 

 : {0,1}, ( ) 1 , (x) 0A A AX a a A x A         

A: הערה X  סגוחה אם ורק אם( )A   . 

 

 קשירות נשמרת ע"י תמונה רציפה. :משפט

 הוכחה:

𝑋 נניח ש  ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑛מאחר ו .- 𝑓  על אז𝑓(𝑋) = 𝑌 צ"ל . 𝑌 ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑛. 

𝑌פריק טופולוגית:     𝑌אם נניח שלא, אז  = 𝑌1⏟
≠∅

⊔ 𝑌2⏟
≠∅

,𝑌1כאשר    𝑌2 .פתוחות 

𝑋   אזי = 𝑓−1(𝑌1) ⊔ 𝑓
−1(𝑌2) 

,𝑓−1(𝑌1)כאשר   𝑓
−1(𝑌2) ≠ רציפה.    𝑓כי  פתוחותוגם הן  (היא פונקציה על  𝑓כי)  ∅

𝑋פריק, ז"א  𝑋 קיבלנו ש  ∉ 𝐶𝑜𝑛𝑛 !בסתירה 

x,אם לכל  קשיר מסילתיתXמ"ט: הגדרה y X קיימת מסילה מx לy .מ  מסילה𝑥1  ל

 𝑥2 [0,1]
𝜑
→ 𝑋 ,פונקציה רציפה𝜑(0) = 𝑥1 , 𝜑(1) = 𝑥2   :סימון.X PConn . 

 

 קשירות מסילתית נשמרת ע"י תמונה רציפה. :משפט

𝑋 -נניח ש  הוכחה: ∈ 𝑃𝐶𝑜𝑛𝑛 .𝑓  על ורציפה אז𝑓(𝑋) = 𝑌 צ"ל .- 𝑌 ∈ 𝑃𝐶𝑜𝑛𝑛. 

 

  

 

 

 

,𝑦1נניח  𝑦2 ∈ 𝑌 אז קיימים ,𝑥1
𝑓
→ 𝑦1 ,𝑥2

𝑓
→ 𝑦2  כי𝑓 .על 

𝑥2 [0,1] ל  𝑥1קיימת מסילה מ 
𝜑
→ 𝑋  ,פונקציה רציפה𝜑(0) = 𝑥1 , 𝜑(1) = 𝑥2   . 

[0,1]    –נגדיר מסילה 
𝑓∘𝜑
→  𝑌      [0,1]

𝜑
→ 𝑋

𝑓
→ 𝑌 
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 .𝑦2 -ל  𝑦1ואז מצאנו מסילה בין 

 

 . [0,1]של המסילה לא תמיד הומיאומורפי ל  f[0,1]: תמונה אזהרה

  ועללמשל ידוע שקיימת פונקציה רציפה 
2f :[0,1] [0,1] (curvePeano ( . 

 

𝑃𝐶𝑜𝑛𝑛 :משפט ⊂ 𝐶𝑜𝑛𝑛. 

𝑋נניח    הוכחה: ∈ 𝑃𝐶𝑜𝑛𝑛 צ"ל .𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑛. 

𝑋פריק:      𝑋אם נניח בשלילה שלא, אז  = 𝑋1 ⊔ 𝑋2 

𝑥1נבחר  ∈ 𝑋1 ,𝑥2 ∈ 𝑋2. 

𝑋 ∈ 𝑃𝐶𝑜𝑛𝑛 ⇐   קיימת מסילה מ𝑥1   ל𝑥2 לכן , 

[0,1]
𝜑
→ 𝑋     𝜑(0) = 𝑥1, 𝜑(1) = 𝑥2 

[0,1]   כעת  = 𝜑−1(𝑋1) ⊔ 𝜑
−1(𝑋2) 

𝜑−1(𝑋1) ,𝜑−1(𝑋2)   )! קבוצות זרות פתוחות )רציפות 

0לא ריקות      ) ∈ 𝜑−1(𝑋1), 1 ∈ 𝜑
−1(𝑋2)) 

[0,1] -בסתירה לכך ש  [0,1]ואז קיבלנו פירוק של  ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑛   . 

 

,𝐸)במ"נ  𝑋תת קבוצה  הגדרה: ,𝑥( אם לכל 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑥) קבוצה קמורהנקראת  (‖⋅‖ 𝑦 ∈ 𝑋 

1)}מתקיים  − 𝑡)𝑥 + 𝑡𝑦: 0 ≤ 𝑡 ≤ 1} ⊆ 𝑋   )נסמן      )מסילה לינארית𝑋 ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑣. 

 

 

 

  

 הערה:

𝜑     רציפה כי𝜑 ∈ 𝐿𝑖𝑝‖𝑦−𝑥‖ . 

 

,𝐸) כל מ"נ ה:דוגמ  . Eוכדורים בתוכו )פתוחים, סגורים( קבוצות קמורות ב  (‖⋅‖

 

𝐶𝑜𝑛𝑣   טענה: ⊊ 𝑃𝐶𝑜𝑛𝑛 ⊊ 𝐶𝑜𝑛𝑛 

 

Xהגדרה:     אם לכל קטע,ba X  מתקיים[ ,b]a X 


