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 5תרגיל 

 אינטגרל משולש

2xyמצא את הנפח של התחום החסום ע"י  .1  ,2 xy ,224 yxz        ו

3 xz 

dxdydzzyxחשב את 
V

 ),,( 122כאשר הגוף המוגבל על ידי המשטחים  yx,

221 yxz ,4z  225והפונקציה  נתונה על ידי),,( yxzyx  .      

                
 פתרון
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השתמש באינטגרל המשולש כדאי לחשב הנפח בין שתי הפראבולואידים  .2
22 yxz  

ו 
2218 yxz                . 

 פתרון
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 אינטגרל קווי

2חשב את  .3

c
ydx x dy כאשרL  הנתון  (2,4)לנקודה (0,0)  הוא המסלול מהנקודה

2yע"י  x. 
 פתרון

 
2( , ) , ( , )P x y y Q x y x  

)  ההצגה הפרמטרית של העקום היא:  ) ( , 2 )r t t t  0כאשר 2t  . 
 ולכן נקבל: 

  
22 2 3

2 2 2 2

0 0 0

2 1
2 , 1,2 2 2 9

3 3c

t
ydx x dy t t dt t t dt t         

 

חשב את      .4 
L

dyxyydx )( 22הוא חלק של הפרבולה  L, כאשר  2 xxy  

)0( y .לפי כיוון השעון 
 

 פתרון
 נשרטט את הגרף: 

 
2( , ) , ( , )P x y y Q x y y x   

)2 ההצגה הפרמטרית של העקום היא:  ) ( , 2 )r t t t t  0כאשר 2t  . 
 ולכן נקבל: 

  
2 2

2
2 2 2 2 3

0
0 0

( ) 2 , 2 1,2 2 2 3 4
c
ydx y x dy t t t t dt t t dt t t               

 
 
 

 משפט גרין

שברביע הראשון ומחוברת מ הקווים  Cעבור המסילה  הסגורה  . 5
2,1,0 xyyx  

חשב לפי משפט גרין  את האינטגרל    
C

dyyxdxxy )sin3()arctan(2
  

 פתרון
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חשב ע"י משפט גרין את האינטגרל   )0,0;()1,1;()2,1(עם הקודקודים  C. עבור המשולש6

 
C

dyyxxydx 32          . 
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חשב לפי משפט גרין את האינטגרל       . 7 
L

dyyxdxxy 223 42             

 פתרון 

  

                    

 )ראה השרטוט(   הוא  קשיר.   Lהמוגבל על ידי השפה  Dתחום 

 לפי משפט  גרין נקבל : 
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   

 

   
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   

   

 אינטגרל משטחי

𝑥2}חשב את המסה של חלק הספרה  .8 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 , 𝑧 ≥ 0 , 𝑥 ≥ 0 , 𝑦 ≥ 0} 

,ρ(𝑥בעלת הצפיפות  𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧. 
 פתרון

 

,𝑦)חשב את השטף של השדה  .9 −𝑥, 𝑧2)  דרך הפרבולואיד𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 , 

 0 ≤ 𝑧 ≤ 1. 
 פתרון
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חשב את  .10
s

Fds  כאשר𝐹 = −𝑦𝑥̂ + 𝑥𝑦̂ + 3𝑧𝑧̂ ,𝑆  הוא חצי הכדור𝑧 =

√16 − 𝑥2 − 𝑦2. 
 פתרון

 

 

 משפט גאוס וסטוקס

 . חשב את שטף החיצוני של השדה 11
 

1/2
2 2 2

( , , )
( , , )

x y z
F x y z

x y z


 
דרך מעטפת 

2הגוף:  2 20 4x y z   . 

 פתרון

 נשתמש במשפט גאוס. 
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   

2 2 22 2 2 2 2 2

3/2 3/2 3/2 3/2 1/2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
( )

x y zy z x z x y
div F

x y z x y z x y z x y z x y z

          
          
 

 

 לפי משפט גאוס נקבל:

 
1/2

2 2 2

2
ˆ ( )

S V V

FndS div F dV dV
x y z

  
 

   

 נעבור לקוארדינטות כדוריות ונקבל:

 

2 2 2 2 2 2

2

1/2
2

0 0 1 0 0 1 0 0 0

2
sin 2 sin 3 sin 6 12r drd d r drd d d d d

r
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)חשב  .12 ) ( )
C

x z dx x y dy xdz     כאשרC  הוא שפת האליפסה 
2 2

1
4 9

x y
   על

1zהמישור:   

 פתרון

1 נחשב את הנורמל. האליפסה נמצא על המשטח:  0z    ולכן נחשב את הנורמל למשטח
 זה וננרמל אותו:

ˆ (0,0,1)n  

 :Fנחשב את הרוטור של 

( ) (0,0,1)

i j k

rot F
x y z

x z x y x

  
 

  

 

 

(0,0,1)(0,0,1)לכן, לפי משפט סטוקס נקבל: 
C S S

Fdr dS dS    

S  :הוא אליפסה ושטח של אליפסה הוא  ab . 

2ולכן במקרה שלנו:  3 6
S

dS      

)חשב . 13 ) ( ) ( )
C

z y dx x z dy y x dz      כאשרC  הוא שפת המשולש שקודקודיו נמצאים

,(2,0,0)בנקודות:  (0,2,0). (0,0,2)A B D 
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 פתרון

ABD :2xמשוואת מישור  y z    

(1,1,1, )n   :ולכן
1

ˆ (1,1,1)
3

n  

( ) (2, 2, 2)

i j k

rot F
x y z

z y x z y x

  
 

  

  

 

לכן, לפי משפט סטוקס נקבל: 
1 6

(1,1,1)(2,2,2)
3 3C S S

Fdr dS dS    

S :הוא משולש שווה צלעות. ולכן אנו יודעים לחשב את שטחו. נמצא את אורך הצלע שלו 

| | 8AD  

ולכן, שטח המשולש: 
8 8 sin

3
2 3

2

 
   

   

ולכן נקבל: 
6 6

2 3 12
3 3S

dS    

dSnF ( כדי לחשב האינטגרל  div) Gaussהשתמש במשפט . 14
D

   כאשר

     kzyjyxzizxyF coscossin     והתחום  D  הוא השפה של האליפסואיד 
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 פתרון

Gauss  ,לפי משפט  
VD

dVFdSnF


 .Dהוא הנפח החסום ע"י  Vכאשר   

1sin1sinעכשיו,   zyzyF


 , ולכן 

abcVofvolumedVFdSnF
VD

)3/4( 

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